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INTRODUCTION. 



emploi des signes et des lettres comme moyen 
d'abréviation et de Généralisation. 



Signes algébriques. 

1. Pour abréger récriture et faciliter le raisonnement, 
on est convenu de représenter les quantités par des lettres. 
On a coutume d'affecter les premières lettres de l'alphabet 
a, 6, c,... aux quantités connues, les dernières a?, y, 5?,... 
aux quantités inconnues. 

On a imaginé aussi des signes pour indiquer les diverses 
opérations de l'arithmétique. 

Le signe + , que l'on prononce plus^ indique l'addition. 
Ainsi, 5 plus 3 s'écrit 

5 + 3. 

Le signe — , que l'on prononce moins^ indique la sous- 
traction. Ainsi, 5 moins 3 s'écrit 

5 — 3. 
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Le sign§ X f m^ ï^^ propowe multiplié par^ ifi^iqi^e la 
multipîio^^Qn, Ainpi, J5 paultiaJié paf § p'^vU 

5X3. 

Pour abréger encore davantage, lorsque les quantités 
sont représentées par des lettres, on indique leur produit 
en mettant simplement ces lettres les unes à la suite des 
autres, et sous-entendant le signe x. Ainsi, le produit 
axbxc s'écrit pl^s slmpl^ïoejil, 

abc. 

Le produit 4 x a >< 6 X c s'écrira 
^abc. 

On indique la division par une barre horizontale au-dessus 
de laquelle on écrit le dividende, au-dessous le diviseur. 
Ainsi, 5 divisé par 3 s'écrit 

5 

3' ' 

C'est le signe de la fraction en arithmétique. 

On indique la puissance d'un nombre, qu le produit de 
plusieurs facteur^ égaux à ce nombre, par des petits ctiiffres 
placés eu haut et à droite et marquant le pombrç des faç.- 
leurs ou le degré de la puissance, ^ingi, la troisième puis- 
sance de la quantité a s'écrit 

a\ 
Le nombre 3 se nomme exposant 

On indique la raeine par le signe \f^, a,u-dessous duquel 
on écrit le nombre dont on extrait la racine. Ainsi, la ra- 
cine quatrième de la quantité a s'écrit 

s/à. 

V indice du radical, qui est ici 4» se met dans Touverture. 
Cependant, quand il s'agit de racines carrées, on se dis- 
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pOfiAe ê§ mettfe l'inéice 9, Ainsi la radne carrée de a s*^» 
^t slmpiefiaant 

On 3e sert du signe = , que l'on proQçnce égalai pour 

exprimer l'égalité de dçux quantités. Ainsi, 5 plus 3 égale 8 

s^écrit 

5 + 3 = 8. 

U é^9 > YQut àiv&plm grand qm^ 1« »^m < ^^ Jf^'^'^ 

que. Ainsi 5 plus gn^d que 3 â'46nt 

Au contraire 3 plus petit que 5 l'écrit 
3<5. 

Os rgfiiarguera que ces 1^099 â'ioéS^tité «It 1a fiffme 
d'un angle, et que la quantité la plus grande est touJQur^ 
placée du côté de l'ouverture de l'angle. 

Quelques exemples feront bien comprendre Futilité de ces 
différents signes et le but de Falgèbre. 

Emploi ^(i signes commit mpj/w H v^Mt^^aitm- 

Ô. ftioBtÈME I. Partager 5o francs mire trois personnes, 
de manière que la premièn Qit 6 francs de plus que la se- 
conde^ la seconde 4 francs de plus qu^ la troisime. 

Voici conmient on peut résoudre cette (juestion ayec Içs 
seules ressources de Tarithmétique. 

Il est clair que si Ton connaissait l'une des parts, on ob- 
tiendrait ensuite facilement les deux autres. Cherchons, 
par exemple, la troisième part : la sçconde part surpasse 
la troisième de 4 francs ; la première, surpassant la seconde 
de 6 francs, surpasse la troisième de 4 pl^s O9 c'est-à-dire 
de 10 francs. La somme des trois parts se compose donc de 
trois fois la troisième part, plus 4» plus 10, c'est-à-dire 
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plus 14. Mais cette somme est égale au nombre à partager 
5o. Si de 5o nous ôtons 14^ le reste 36 sera égala trois fois 
la troisième part ; si nous divisons 36 par 3, nous aurons la 
troisième part 12. 

Ainsi la troisième part est 12. La seconde, qui la sur- 
passe de 4 francs, est 16. La première, qui surpasse la se- 
conde de 6 francs, est 22. 

3. Reprenons la même question en écrivant les raison- 
nements au moyen des signes de l'algèbre. 

Nommons la troisième part a?, 

la seconde, qui la surpasse de 4» seya. . . a: + 4* 

le première, qui surpasse la seconde de 6, 

sera a; + 4 + 6* 

La somme des trois parts est 3a? + i4« 

Mais cette somme doit être égale au nombre à partager 5o, 
ce qui s'écrit 

On nomme équation une égalité dans laquelle entre au 
moins une lettre représentant une quantité inconnue. Les 
raisonnements qui précèdent nous ont conduit à l'équation 

5a7+ 14=50. 

Il s* agit maintenant de résoudre cette équation, c'est-à-dire 
de trouver la valeur inconnue de x. 

Si, de ces deux quantités égales, nous retranchons la 
même quantité i4, il restera évidemment deux quantités 
égales, 

Sa?==5o— i4 = 56. 

Enfin, si nous divisons par 3, nous aurons 

36 
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La question est résolue, puisqu'il sulBit de connaître la 
troisième part pour avoir les deux autres, 

4. Problème IL Partager 167 francs entre quatre per^ 
sonnes, de manière qm la première ait 2 francs de plus qut 
la seconde, la secotide 7 francs de plus que la troisième^ et la 
troisième 5 francs déplus que la quatrième. 

Nommons la quatrième part a?, 

la troisième sera. • ; . . . . a? + 5 , 

la deuxième ^ + 5 + 7» 

la première x -\- i -\- y + 2. 

La somme des quatre parts est 4^ + 3i; mais cette 

somme doit être égale au nombre à partager 167, ce qui 

s'écrit 

4j:-[-3i = 167. 

Pour résoudre cette équation, on opérera comme précé- 
demment. Si Ton retranche 3i des deux côtés, on a 

4x= 167 — 31 = i36. 

Si Ton divise ensuite par 4» on trouve 

i36 ^, 
x = —-- = o4« 
4 

Ainsi, la quatrième part est 54 francs; la troisième 
39 francs, la deuxième 46 francs, la première 48 francs. 
On vérifiera que la somme est bien 167. 

5. Problème 111. Partager 53 francs entre deux per- 
sonnes^ de manière que la première ait un tiers de plus que 
la seconde^ plu^ encore 4 francs. 

Nommons la seconde part a?, 

la première sera ; ^ + ¥ +4- 

Or la somme des deux parts doit être égale à 53 ; on a 
donc r équation 



xNTnaDUcmont 

PiHsque 9 «i- V font L «or «f | font ^, et l'd^AtiOn ê'é- 
(5f Ifa plus èimpleitient 

-g- + 4 = 55# 

Pour résoudre cette équation, nous retrancteroûs d'a- 
bord 4 de part et d'autre, ce qui donne 

y = 63 — 4 = 49- 
Sî ndtlè tnilltlplîons ênâûfté J)âf 3 ôêsdéUx qûaôfîtês égàïes, 

7a: = 49X5 =147. 
Enfin, si nous divisons par 7, nous trouvons 

7 

Quand on connaît là seconde part 2 1 francs, en y ajou- 
tant son tiers 7 franW et èilCôre 4 frdîJcé^ «W oWlêût la pe- 
miëre part 5 2 francs. Et effectivement la somme des deux 
parts fait bien 53 fran(îd. 

^. hU^ddKUi IV. Diux p&tê&meê pôêiiâeM lé mimé ea- 
pUâli Là pfmiêrë pJMe léêiéfhài pêur lOO, to ÉiôôMê à 
3 pour 100. Le rêVém iê ta prmiiré iWpùiie dé 4dd ffûHcs 
celui de la seconde. Trouver ce capital. 

Rappelons d'abord ce principe établi en arithmétique : 
pour trouver l'intérêt d'un capital, on multiplie le taux de 
l'intérêt par le capital et on divise par 100. 

Si donc on désigne par x le capital cherché, le revenu 
de la première personne sera 

5£ 
100' 
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eelai à» la seconde 

lOO* 

Puisque le revenu de la première surpasse celui de la se- 
conde de 4^0 francs* on a l'équation 

— = 4-400. 

lôo 100 

Poui* résoudre cette ôqufttiôn, nôUs ffttfftnëbéfôfl» ffa-^ 

bord de part et d'autre, ce qui donne 

100 ^ ^ 

5x 5x 

— 135 4eo# 

100 100 

(W, èii effectuant la sôustractloii, 

2X 

= 400. 

100 

Multiplions ensuite par 100, nous avons 

2X = 40000. 

Divisant enfin par s, nous trouvons 

40000 
X = = aoooo. 

Ainsi le capital cherché est sooOo franosi 

Vérification. Le capital i»<^ooo francs^ placé k è pour 1 oo^ 
produit 1000 francs de revenu 1 plaoé à 3 pour ido* il ne 
produit que 600 francst Le premier revenu surpasse bien le 
second de 4oo francs. 

RitohêHôn à'unê èquattën à une ineonmêi 

7. On voit, par ces eiteinpleë, combien l'emploi des 
lettres et des signes aide l'esprit et facilite le raisonnement. 
Ce qui précède nous fournit aussi l'occasion de faire quel- 
ques remarques utiles sur la résolution des équations. 
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Nous avons dit qu'on appelle éqtmtion en algèbre une 
égalité dans laquelle entre au moitis une lettre représen- 
tant une inconnue. Les deux quantités égales entre elles 
sont les deux membres de l'équation. Les diverses parties, 
séparées les unes des autres par le signe + ou par le signe 
— , sont les termes de l'équation. 

11 est aisé de voir que Ton peut faire passer un terme 
d'un membre dans l'autre; il suffit, pour cela, de l'écrire 
dans l'autre membre en changeant son signe. Soit, par 
exemple, l'équation 

ex — 7= i3 + 2x. 

Si nous ajoutons 7 aux deux membres, c'est-à-dire aux deux 
quantités égales, l'égalité subsiste évidemment et l'équation 
devient 

6a?= i3 + 2a?-f-7. 

Le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, 
est passé avec le signe + dans le second membre. De 
même, si nous retranchons 20? des deux membres, l'équa- 
tion devient 

6x — aa?= i5+7» 

Le terme 2a? qui avait le signe + dans le second membre 
est passé avec le signe — dans le premier. 

Ce principe de la transposition des termes est extrême- 
ment utile; il remplace les raisonnements et permet d'opérer 
en quelque sorte mécaniquement la résolution des équa- 
tions. On fait passer les termes connus dans un membre, les 
termes inconnus dans l'autre ; on réduit et on divise par le 
multiplicateur de l'inconnue. 

Ainsi l'équation précédente est devenue 

6a:— 2X= i3-|-7« 
En réduisant, on a 

4ar = 20, 



INTRODUCTION. 9 

et, en divisant par 4 9 

"" 4 
On peut vérifier que 5 est bien la valeur de rinconnue; 
car en remplaçant x par 5 dans l'équation proposée, les* 
deux membres deviennent tous deux égaux à 23. 

8. Considérons encore F équation 

8aî — 17 =5ar — a. 
On fera d'abord passer le terme 1 7 dans le second membre 
en changeant son signe, ce qui donne 

8a?= 5ar+ '7 ■" 2- 
Mais le terme 5x, qui est en tête de second membre, n'a pas 
de signe ; on procédera comme s'il était affecté du signe + 
et on le fera passer dans le premier membre avec le signe — ; 
car, si des deux membres on retranche Sac, on a 

8a? — 5j7 = 17 — 2. 
D'où l'on déduit 

a? = 5. 
Quand l'équation contient des dénominateurs, on com- 
mence par les faire disparaître en multipliant tous les 
termes de l'équation par un nombre convenable. Si l'équa- 
tion ne renferme qu'un seul dénominateur, on multiplie 
par ce dénominateur. C'est ce que nous avons fait dans les 
problèmes 111 et IV. S'il y a dans l'équation plusieurs déno- 
minateurs différents, on multiplie par leur produit ou, plus 
simplement, par leur plus petit multiple. 

9. Problème V. Trouver un nombre dont le quart aug- 
mente de 7 égale les deux tiers diminués de 3. 

En appelant x le nombre cherché, on écrira immédiate- 
ment l'équation 
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* Pour chasser les deux dénominateuri^ 3 et 4^ noUs mul> 
tiplierons tous les termes par le produit 1 2 de ces deux dé- 
nominateurs, ce qui donne 

Sir -f 84== 8^ — 36. 
Nous retnaf quons que pour multiplier les deux fractions 

7 et -^ par 12, il suffit de multiplier leurs numératetiits par 

3 et 4» en ôtant les dêhôtninateui*s. 
I*ar la trafispoditioiï des termes, Téquàtlon dêviôut 

84-f Sô=î=8jp^3;t 
d'où Ton déduit 

^ = — = 24. 

VéfiflèaUôn. — Le quan de ^4, âugmêûtê dé j, dôfiiiê 
i3 ; les deux tiers i6, diminués de g, donnent auââi iS. 

ifcfise d^s problèmeê en équations. 

40» La résK>lution d'un problème comprend deux parties 
(U^inctes : 9U ïmt d'abord le problème en équations, & est- 
à-^e que Ton étabUt par des équations le» relations qui 
eâlisto&t entre lé» quotités liMâuest et les quantités incan'^ 
nue») on résout ensuite lee équations, c'est-à-dire que l'on 
cherche le» valeurs des inconnues qui satisfont aux équar- 
tions. Nous avons indiqué les règles très-simples par les- 
quelles on résout les équations à une inconnue* La marche à 
suivre pour mettre un problème en équations n'est pas sus- 
ceptible d'être formulée d'une manière aussi nette et précise. 
Dans beaucoup de cas simples, il suffit, après avoir représenté 
les inconnues par des lettres, d'écrii-e textuellement l'énoncé 
du problème au moyen des signes de l'algèbre; c*est ce que 
nous avons fait notamment pour le problème V. Mais ordi- 
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nairement Ténoncé du problème ne se prête pas à cette tra- 
duction îmmèdlîâie en langage algébrique ; dans ce cas, la 
«©nlmii'e l^egle & mnê^ t^éëU aptes stVtnt bîên examiné lëS 
conditions de Ténoncé et fêpféëëwté le» itiôoflliué» pat dès* 
lettres, de raisonner comme si ces lettres représentaient des 
quantités connues et d'écrire les opérations qu il faudrait 
faire pour vérifier que ces raleutd des inconnue sâtisfotif 
bieà à l'ésionCé i on arrive ainsi sans grftiide âiffi(julté aux 
éC|iiiLtionâ du problëiiie« C'est ainsi que nôttft avons procédé 
p€fur le problème lY \ nous avons représenté paf œ le capital 
iii<5oDnu et^ rûsonnant comme si ce capital était eofiflU^ 
nous avons écrit que le revenu de la première personne sur- 
passe de 4oo francs celui de la seconde. Les exemples sui- 
nniÈ fefôht etieor é wiemi cdmpreridrei de pf écepte. 

11. Problème VI. Deux fontaines coulent dans un bassin; 
la première 9 doutant êeulé^ le remplit en 4 héufes; la seconde^ 
coulant seule^ le remplit en 6 himm. Combien de temps les 
deux fontaines, coulant ensemble^ mettronU-elles à remplir le 
hàêÉihf 

Désignons par x lé nônàferé d*hêures ^*il faut aux deux 
fofitâiôêâ pôtif têmplîrlé bàssîh; et raisonnons comme si nous 
Vdtdidi» odiM Assurer qiie, dans ce iéûip^ x supposé 6M&ti^ 
les deux fontaines, coulant ensemble, remplissent bien le 
tetsMrt. ta pféîttièi* fentaiilié, COUlâfit seule, remplit ïé bâé- 

sin en 4 heures ; en une heure, elle verse donc j du bassin ; 

4 

sn ûù beursSf elle e» remplit une fraction inarqûée par ^» 
La seconde fontaine, coulant seule, remplit le baésifl en 
6 heures; en une heure, elle verse ^ du bas^nj en x heu- 

fêS, elle eu rèïîipîit une fraction ^. Dans te tenips x, les 
deux fontaines, coulant ensemble, versent donc une quan- 
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tité d'eau représentée par 7- + z^» l^, capacité du bassin 

4 ^ 

étant prise pour unité. Mais, pendant ce temps, elles doivent 
remplir le bassin; on a donc l'égalité 

X , X 

4 + 6 = '- 
Telle est l'équation du problème. 

Pour la résoudre, on fera d'abord disparaître les déno- 
minateurs; on voit de suite que 12 est le plus petit multiple 
des nombres 4 et 6. On multipliera donc par 12 tous les 
termes de l'équation, et nous observons que, pour multi- 

plier par 1 2 les deux fractions 7 et ^ , il suffit de mutiplier 

40 

leurs numérateurs par 3 et par 2, en ôtant les dénomina- 
teurs. L'équation devient ainsi 

5x-\-2X= 12; d'où 5a7=.i2. 

Ainsi il faut 2 heures et 24 minutes aux deux fontaines, cou- 
lant ensemble, pour remplir le bassin. 

La vérification a lieu effectivement, si l'on remplace dans 

l'équation x par sa valeur -^; car les deux fractions y et ^ 

3 2 
deviennent, après simplification, y et -^ , dont la somme 

est 1. 

12. Problème. VIL Un père a 4o am, son fils en a 10. 
Dans combien de temps Vàge du père sera-t-il Iriple de Vàge 
du fiU? 

Soit X le nombre d'années cherché. Après ce temps, l'âge 
du père sera 4o + a?, F âge du fils sera 10 + a?. Gomme à 
cette époque l'âge du père doit être triple de l'âge du fils, 
on a l'équation 

4o4-ar=(io + x) X3. 
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La parenthèse indique que la quantité lo + ^ ^st multi- 
pliée par 5. 

Pour répéter trois fois la somme 10 + ^9 il suffit évi- 
demment de répéter trois fois chaque partie; l'équation 
devient donc 

d'où Ton déduit 

x = 5. 

Ainsi, dans 5 ans Tâge du père sera triple de Tâge du 
fils. Et, en effet, à cette époque le père aura 1^5 ans, le 
fils i5, et 45 est bien le triple de i5. 

13. Problème VIII. Deux courriers partent au même in- 
stant de deux villes distantes de 100 lieues et vont à la ren- 
contre Vun de Vautre. Le premier fait 3 lieues à Iheure, le 
second en fait 2. Owcb chemins les deux courriers parcour- 
ront-ils avant de se rencontrer? 

Le choix de l'inconnue a une grande importance pour la 
facilité des raisonnements et la simplicité des calculs. Dans 
le problème actuel, au lieu de prendre les inconnues indi- 
quées par l'énoncé, c'est-à-dire les chemins parcourus, 
nous prendrons une autre inconnue dont les premières se 
déduisent aisément, savoir le temps pendant lequel mar- 
chent les deux courriers. Soit a? ce temps exprimé en heures. 
Le premier courrier, faisant 3 lieues à l'heure, parcourra 
en X heures 3a? lieues ; le second, faisant 2 lieues à l'heure, 
parcourra dans le même temps 2X lieues. Mais la somme 
des chemins parcourus doit être égale à la distance totale 
100 lieues. On a donc l'équation 

3^-|-aa:=: 100; 
d'où l'on déduit 

âJr= 20. 

Ainsi les deux courriers se rencontrent après 20 heures 
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4o. La somme est bien égale à loo. 

14. Problème IX. Un^ motitre rnar<j|^e midis les d$u^ 
aiguilles y savoir T aiguille des heures et celle des mimitfs^ font 
actuellement au même point du cadran. On demande dans 
combien de temps^ et en quel point du cadrqn^ l'ai^uHlê ^ 
minutes rencontrera celle des heures? 

Le cadran d'une montre est divisé en 60 parties égales. 
Dans une heur^) l'aiguille des minutes parcourt les 60 di- 
visions du cadran, tandis qua eelle des heures n'en parcourt 
que 5. Prenons l'heure pour unité de temps et appelons x 

k tQïftps Qtierchéj âa»s le temps ^, r^guill^ d#9 heures 
parcourt 5^ divisions» çt l'aiguille dw minutes 6pa?| mm^ 
^^prèg ge temps, r^içuilie dè^ Hiip^tQji^ fty^^t rejoint l'ai^ 
guiii^ d^^ b§ureg^ a. parcouru te tour du çftdran, ç'esH^ifP 

60 divisions, plus hx divisions, Ou i^ dOAC l'éqUftlion 

6oJ3jP3 6e + 5iB} 
d'où l'on déduit 



â?=^'s7i^ -^®ïl'*5"4*.'^=^ i*S**a5^-4- 



Ti' 



Ainsi, la première rencojatrf mv^. Im k i^ 6^ if et une 
fraction ^ de sçcondi^. 

La deuxième rencontra aura U^u ap?èi uo t^mp» égd, 
ç est-à-dire ^ jî*' iq"'^' îf«^i la tP0isfiè|»§, mcor§ aprè? liu 
temps égal, ç'est44ire ^3^6*^ + tt^. etc. La onrième r«p- 
qputre aura Uw ô- piiuuit, après un iftt©rvalte d§ t g hdur^. 

15. Problème X. X« sofeti s'avance chaque your d« Touest 
à Vest de 5g' 8", 19, la lune de 1 3^ 10' 34^89. JLa lune est 
actuellement en conjonction avec le soleil. On demande dans 
combien de temps elle reviendra en conjonction. 

On dit que la luno est en cQpjoiwtipu av^ Iç «oleil quand 



ces deux astres sont en ligne droite avec la terra et d'un 
même côté de la terre; c'est le mûment de la nouvelle lune. 
Prenons pour unité de temps le jour et appelons x le temps 
l^b^rçhét Bâdttispps }^ a^(^ #s H@^n4ei« Le §o]mi dâfiri- 

lune décrivant 47454",89 p»F japp, d^Çfiri MWfHX9 
secondes dans le même temps. Mais la lune, ayant rejoint 
le soleil, a décrit dans le ciel une circonférence entière, 
c'est-à-dire 36o* ou 12^6000", p^us l'arc décrit pair le so- 
leil. On a donc Vexation 

47434,89a; = 1 2^6000 -|- 3548, ip^, 

Oo en 4éduit 

1 206000 . . 

Ce temps Ç3t ce qu'gn appelle la durée de la révojutioo py- 
nodique de U June, ou le ipois lun^tire. 

16. PROBiÈitE XI. Combien faut-il tj^élang^r i§ vin d 
45 centimes le llirt et de vin à Ç3 cçntifne§ pour fQir§ 1^9 
litres de mélange ft l\0 centimes le litre? 

Appelops X la quantité du prenuei" vin qu'il faut ©Çttrp 
dans le mélange; celle du second vin sera i5o — çc. 

Un litre du premier vin coûtant 45 centimes, x litres 
coûteront l^bx centimes ; de même 1 5o — x Jitres du se- 
cond vin coûteront 83 (i5o — x) centimes. Mais, puisqu'un 
litre du mélange doit revenir à ^P centime^ le litre, le mé- 
lange entier doit coûter 4o X 1 5o ou 6000°. On a donc l'é- 
quation 

45j? + 33 (i5o — x) = 6000^ 

en prenant le centime pour unité. 

Multiplier 33 par lio^x revient 4 ie r^t^r i5o fois 
gMjius 0? fois, ce qui donue 35 >c; »5o ©u AgÔQ mom 55a?- 
l'équ^tiçu devient dppç 

45â? + 49^^ "^ ^^' '^^ 6000$ 
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d*où Ton déduit 

X = = 87,5 litres. 

En retranchant ce nombre de i5o, on a ce qu'il faut 
prendre du second vin. Ainsi on mélangera 87,5 litres du 
premier vin avec 62,5 du second. 

17. Problême XII. On a un lingot d'argent pesant 
1245 grammes au titre 0,87. Combien faut-il y ajouter d'un 
second lingot au titre 0,95 pour en élever le titre à 0,90? 

On appelle titre d'un lingot d'or ou d'argent le quantité 
d'or ou d'argent pur que renferme un gramme du lingot. 
Appelons x la quantité du second lingot qu'il faut ajouter 
au premier. Le lingot, formé de l'alliage des deux premiers, 
pèsera 1 245 + ^ grammes. 

Un gramme du premier lingot contenant 0,87 d'argent 
pur, 1245 grammes contiendront 0,87 x i2à5 ou io83,i5. 
Un gramme du second lingot contenant 0,96 d'argent pur, 
X grammes en contiendront 0,95 x x. Mais le troisième lin- 
got, pour être au titre 0,90 et peser 1245 + a? grammes, 
devra contenir 0,90(1245 + ^) d'argent pur. On a donc 
l'équation 

io83,i5 + 0,95^ = 0^90 (1 24^ + ^)' 
Si l'on multiplie par 100 les deux membres, l'équation 

devient 

io83i5 +95^ = 90(1245 + 0?), 
ou 

io83i5 + 95a? = 1 i2o5o + 90a:. 
On en déduit 

a? =747 grammes. . 

18. Problème XIII. D* après Vitruvé^ la couronne du roi 
Hiéron pesait 7465 grammes et perdait dans Veau 467 
grammes. On sait que V or perd dans Veau les 52 millièmes de 
son poidSj que T argent en perd les 95 millièmes. Déterminer 
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« 

les quantités d'or et d'argent qui entretU dans la composition 
de la couronne. 

On raconte que le roi Hiéron de Syracuse avait fait re- 
mettre à un orfèvre une certaine quantité d'or pour en faire 

uûe couronne. Le travail achevé, la couronne avait bien le 

* 

poids voulu; mais le roi, soupçonnant Torfévre d'avoir 
gardé une partie de l'or et d'y avoir substitué un ^al poids 
d' argent, consulta Archimède sur le moyen de découvrir la 
fraude sans endommager la couronne. Un jour qu' Archi- 
mède était aux bains, la solution du problème se présenta 
tout à coup à son esprit. On dit que, transporté de joie, il 
s'élança hors du bain, et, oubliant qu'il était nu, tra- 
versa les rues de Syracuse en criant : J'ai trouvé, j'ai 

trouvé (eîipirixa, eSpifiJca). 

Le moyen imaginé par Archimède repose sur ce principe 
de physique trouvé par lui, savoir, que tout corps plongé 
dans l'eau y perd une partie de son poids égal au poids du 
volume d'eau déplacé. Il consiste à déterminer par deux 
expériences préliminsdres combien l'or, plongé dans l'eau, 
perd de son poids, et combien perd l'argent; puis à déter- 
miner de la même manière combien perd la couronne plon- 
gée dans l'eau et à comparer le résultat aux précédents. 

Un gramme d'or perdant o,o52 dans l'eau, 7465 grammes 
d'or perdent 0,062x74^5 ou 588,18. Si la couronne était 
d'or pur, plongée dans l'eau, elle perdrait donc 388, 18; 
mais elle perd 467 grammes; ceci annonce qu'il entre dans 
sa composition un métal, comme l'argent, moins dense 
que l'or. 

Appelons x la quantité d'argent introduite par l'orfèvre ; 
la quantité d'or sera 7à65 — x. Un gramme d'argent per- 
dant 0,095 dans l'eau, x grammes perdront 0,095 x. De 
même 7465 — x grammes d'or perdront o,o52 (7465 — oc). 
La perte éprouvée par les deux quantités d'or et d'argent 

2 
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derant ôtre égale à k perle 4(7 eran>me8 éprouvée par la 
couronne (on suppose que Talliage des deux métaux a Heu 
sans ûiXQtraetioB ni dilatation), on a Téquation 

0,095a? -f- o,o5î> (74^5 — a?) = 467. 

En faisant la multiplication indiquée parla paronthèse, 
cette ôqiaatiw devint 

0,095a: -f- 588, 18 — o,o52X = 4^7, 
0,04337=78,89, 
tfoù Ton déduit 

X = i833 grammes. 

Ainsi l'orfèvre avait substitué i833 grammes d'argent à 
un égal poids d'or. 

19« jusqu' ki naçs n^avons résolu quc^ des prololènies à 
une inconnue. Nou» all(»is donner quelque» ex^nptes de 
problèmes à plusieurs inconnues. 

Proseèmb XIY. jpeur po^r se$ owmief^ 8%mp le pkd ie 
3 fipcme^thatym^ H manqué & frams à celui qiU }»$ fait tra^ 
vailkr. Mais. &it n« teur dontmit quê 2 front» ihaeun, U tm 
rest&rai$ 3 fnmc$. QmiU «si la sommt éfofgmê H h nomhfte 
deswnmersf 

f^ésig^om^ par x le nosnbre des^ ouvriers et par y la 
SMCfflie d'argent. Pour ^«mer i &ancs à chacun ^ il ÙJOh 
^ait hœ francs; mais C€»nnie il manque & francs,, en a 
Véquatio» 

y»5i» — 8. 

Pour donner 2 francs à chaci^n, il faut 2x francs, et comme 
il reste 3 francs, on a Téquatîon 

On a ainsi deux équations à deux inconnues. 
S, dans la seconde équation, nous remplaçens 9 par kt 
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quantité égale 5^—8 donnée par la première, nous obte- 
nons une équation à une seule inconnue 

de laquelle nous déduisons, en la résolvant par le procédé 
ordinaire 

X = If, 

Une fois la valeur de x trouvée, on obtient celle de y en 
remplaçant x par sa valeur 1 1 dans fune des deux pre- 
mîéresf équations, ce qui donne 

y 2= aSv 

Ainsi il y a 1 1 ouvriers, et la somme d'argent est aS francs. 

20. Problème ÎV. Deux sources ^ qui coulent unifor- 
mément^ ont rempli ensembh un réservoir de i8 mètres 
cubes, en coulant Tune pendant 7 heures^ Vautre pendant 

2 heures. Les deux mêmes sources ont rempli un second 
réservoir de 22 mètres cubes, fa» pfetmire coulant ptndoMi 

3 heures, la seconde pendant 5 heures. On demande quelle 
est la dépense de chacune de ces sources. 

Prenons pour unité de volume le mètre cube et apfielon» m 
et y les volumes d'eau que? fournissent les deux sources par 
heure. La quantité d'eau versée par la première en 7 heures 
est yxt cefle verséa par k seconde en 2 heures eat 2y; le 
premier réservoir ayant été rempli de cette manière , on a 
Féquatiten 

7iî-[- 2ry:=s 18. 

De même 5x et 5j/ sont les quantités d'eau versées par les 
deux sources en 3 heures et en 5 heures ; le second réser- 
voir ayant été rempli de cette façon, on a la seconde équa- 
tion 

3^ + Sjf =£^ a». 

Ptar vésoudre tes ôm,x éqvoÀiffrïf^ tIrM» de la preiïrièfe la 
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valeur de y , comme si x était connue, ce qui donne 

18 — ^x 

et substituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation, nous aurons l'équation 



,.+ 5(iî=2î)=,.. 



qui ne renferme plus qu'une seule inconnue x. 

Si Ton multiplie par 5 le numérateur de la fraction, cette 
équation devient 



^ . 90— 55ar 

5x-H^ — = 2a; 

a 



en chassant le dénominateur et résolvant, on trouve 

46 



X = 
29 



Pour avoir ensuite la valeur de y, on remplacera x par 

/fi 
sa valeur — dans l'équation 
^9 



ce qui donne 



18 — 7X 

y = — :: — ' 



100 
'^ "" 29 • 



- . • 46 100 
On vérifierait que les nombres fractionnaires — et — , 
^ 29 29 

mis à la place de a; et de y satisfont bien aux deux équations 

du problème. Si Ton réduit en décimares, on trouve que les 

deux sources dépensent par heure, la première 1 586 litres, 

la seconde 3448 litres, en négligeant les fractions de litre. 

Résolution de deux équations à deux inconnues. 

21. Remarquons la méthode que nous avons suivie pour 
résoudre deux équations à deux inconnues. Nous avons tiré 
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de Tune des équations la valeur de Tune des inconnues, par 
exemple de y, comme si Tautre x était connue, et nous 
avons substitué cette valeur dans l'autre équation; nous 
avons obtenu de la sorte une équation à une seule in- 
connue 0?, que nous avons résolue par le procédé ordi- 
naire. 

Appliquons encore cette méthode à quelques exemples. 
Soient les deux équations 

5x — 3y = 14, 
7y + % = 40. 

De la première, en faisant passer le terme 3y dans le second 
membre, le terme i4 dans le premier, et divisant par 3 
on tire 

5x— i4 

Susbtituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation, nous aurons l'équation à une inconnue 

, ^5x — i4 

Ici le diviseur 3 disparaît, à cause du multiplicateur 6, et 
l'équation devient 

yx + 2(5a; — i4) == 4^1 
ou 

yx -{- lOX — 28 = 40; 

d'où 

X =4» 

En portant cette valeur de x dans l'équation 

5x — là 

on trouve 

y = 2. 
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Vérifiçaiion. Q&^ 4eux vakur& 4 et 9« mises à la place de 
4P et de y, rendent les deux premiers membres des équa- 
tions propoaées égaux respectivement à i4 et à 4o, et les 
équations spnt satisfaites. 

Soient exKHH-^ les 4eia équations 

iZx— 9^=17, 
lia? — i5y = 7. 

De la première, résolue par rapport à y, nous tirons 

i3ar— 17 

Si, afin d'éviter Iç signe -^ devant te terme eo y dans k 

seconde équation , on fait passer ce terme dans le second 
membre, cette équation devient 

en subtituant à la place de y sa valeur déduite de la pre- 
mière équation , on a 

; i5(i5a? — 17) 
lia? = 7 -| ^. 

9 

On peut simplifier en divisant par 3 le numérateur et le 
dénominateur de la fraction, ce qui donne 

, 5(i3a;— 17) 
iix = 7+-^ il, 

ou 

, 65x — 85 
iix= 7 + ^ . 

Multiplions par 3, l'équation devient 

33x = 21 + 65x — 85; 
d'où Ton tire 

X = a. 



Cette valeuTi portée dans Tôquatioa 

"' — ~' 

donne 

y= 1. 

Nous verrons plus tard que la précaution que nous avons 
prise de faire passer le terme 1 5y dans le second membre^ 
afin d'éviter le signe — , n'est pas nécessaire, 

22. Problème XVL On a formé trais mélanges de fromiéM^ 
de seigle et d'orge. Le premier toniieni lo mesures de froment^ 
3o de seigle et %o d'orge; il rement à ô3o francs. Le second 
contient 12 mesures de froment y là dé seigle^ et 6 d'orge; 
il revient à i38 francs. Le troisième contient 4 mesures de 
fromenty 10 de seigle et 5 d'orge^ et revient à yS francs. Quel 
est le prix de la mesure de froment^ de seigle et d'orge? 

Appelons a?, y, z le prix d'une mesure de chaque denrée. 
Dne mesure de froment valant x francs, lo mesures vau- 
dront 10 fois plus, c'est-à-dire 10a;; ainsi la quantité de 
froment contenue dans le premier mélange coûtera loa;; de 
même la quantité de seigle coûtera 5oj/, la quantité d'orge 
2oz\ comme le mélange coûte 23o francs, on a l'équation 

On obtiendra de même les équations 

lao? + i5y+ 62 = i38. 

Nous remarquons d'abord que l'on peut simplifier la pre- 
mière équation en divisant tous ses termes par 10, et la 
seconde en divisant tous ses termes par 3, de sorte que ces 
trois équations s'écrivent 

X -\- 5y -^ 2Z = fi!^, 
4a? 4- 5y + îi5 == 46, 
^ -{- loy -^ 5z :=^ yS. 
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Il s'agit de résoudre ces trois équations à trois inconnues^ 
La méthode est la même que celle que hous avons suivie 
pour deux équations à deux inconnues. De la première 
équation résolue par rapport à x^ comme si Ton connais- 
sait y et z, op tire 

j: = a5 — 3y — az- 

Si nous mettons à la place de x cette valeur dans les deux 
autres équations, nous obtiendrons deux équations à deux 
inconnues 

4(23 — 3y — az)+ 6y + 22 = 46, 
4(a3 — Zy — az) + ioy-f.5J5=;75. 

Ces équations, simplifiées, s'écrivent 

7^ + 62 = 46, 
ay + 3z = 17. 

De la dernière, nous tirons 

^_ i7-ay , 
^^ 3 ' 

substituant dans la précédente, nous avons une équation à 
une inconnue 

plus simplement 

7y + 2(i7— .aîf) = 46; 
d'où 

y = 4- 
En portant cette valeur de y dans l'équation 

17— ay 

on trouve 

z = Z. 

En portant ces valeurs de y et de z dans l'équation 

^ = 23 — 3y — 22, 
on trouve enfin 

X = 5. 
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Ainsi la mesure de froment coûte 5 francs» celle de seigle 
4 francs, celle d'orge 3 francs. 

EmpUri des lettres comme moyen de généraliêation. 

23. Nous avons expliqué la formation d'une écriture 
abrégée qui facilite beaucoup le raisonnement et qui con- 
stitue, en quelque sorte, la langue des mathématiques. 
Elle présente un autre avantage non moins important, qui 
est de généraliser la résolution des problèmes. Il suffit, pour 
cela, de représenter par des lettres, non-seulement les 
quantités inconnues, mais encore les quantités connues, et 
nous avons déjà dit qu'afin d'éviter la confusion on se sert 
des premières lettres de l'alphabet pour les quantités con- 
nues, des dernières pour les quantités inconnues. De cette 
manière les raisonnements porteront non plus sur des nom- 
bres particuliers, mais sur des quantités quelconques, et 
l'on résoudra ainsi, à la fois, toutes les questions de même 
espèce. Quelques exemples feront bien comprendre cette 
nouvelle propriété de l'algèbre. 

24. Reprenons le problème I. Purtager 5o francs entre 
trois personnes , de mailîère que la première ait 6 francs 
de plus que la seconde, la seconde 4 francs de plus que la 
troisième. 

Nommant x la troisième part, nous avons dit que les 
deux autres parts sont exprimées par a?+4eta; + 4 + 6; 
écrivant que la somme des trois parts est égale à 5o, nous 
avons obtenu l'équation 

3x + i4 = 5o» 
que nous avons résolue, et d'où nous avons déduit 

X = 12. 
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Si l'on change les nomJbres qui eûtrent dwa l-étitonûé 
du problème, si Ton demande» |^ exemj^lei de partager 
64 francs entre trois personnes, de manière que la première 
ait 5 francs de plus que la seconde, la seconde 7 francs de 
plus que la troisième, il est clair qu'il faudra recommencer 
exactement les mêmes raisonnements. 

Ainsi, nommant la troisième part a?, 

la seconde sera ^ + 7» 

la première a? + 7 + 5. 

Écrivant que la somme de trois parts est égale au nombre 
à partager 64, on aura l'équation 

que l'on résoudra de la même manière, et d'où l'on déduira 

0?= i5. 

On a dû naturellement se demander si l'on ne pourrait 
pas résoudre à la fois toutes les questions de ce genre, de 
manière qu'on ne fût pas obligé de recommencer les mêmes 
raisonnements dans chaque exemple particulier» Or ceci 
est bien facile. Représentons par la lettre a la somme à par- 
tager, par 6 Texcès de la première part sur la seconde, par c 
Y excès de la seconde sut la troisième et raisonnons sur ces 
lettres comme sur des nombres donnés. 

Nommant la troisième part a?, 

la seconde sera où -{- t^ 

la première x + t + b. 

Écrivant que la somme des trois parts est égale au nombre 
à partager a, nous aurons l'équation 

3x -^ 2C -{- b = a. 

Retranchons des deux membres les quantités b et 2c, l'équa- 
'tion devient 

3x = a — b — 2C5 
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divisant par 5, nous trouvons 

a — é — 2c 

^=—3 — • 

C'est là ce qu'oa appelle une formule. Elle indique quelles 
opérations il faut effectuer sur les quantités connues pour 
en déduire la valeur de l'inconnue. Cette formule dit que 
pour trouver la troisième part, il faut, du nombre à partager 
a, retrandber l'excès b de la première part sur la seconde 
et deux fois l'excès c de la seconde sur la troisième, puis 
iiiviser le résultat par 5. 

Quand on veut appliqua- à un exemple , on remplace 
dans la formule les lettres par leurs valeurs pftrtieulières et 
l'on effectue les calculs. Ainsi, dans le premier exemple ^ on 
fera a = 5o, 6 = 6, c =4; la formule donne 
5o— 6 — 4Xa 

^= 3 ; 

d'oùf en effectuant les calculs, 

X = la. 
C'est bien la valeur trouvée directement. 

25. Généralisons de la même manièfe le problème VlII, 
et pour cela représentons par a la distance des deux villes, 
par b la vitesse du premier courrier, c'est-à-dire lé nombre 
de lieues qu'il parcourt en une heure, par c la vitesse du 
second. Nous prendrons encore pour inconnue le temps 
pendant lequel marchent les deux courriers jusqu'à leur 
rencontre. Nommons x ce temps. Le premier courrier, fai- 
sant 6 lieues à l'heure, parcourra en x heures bx lieues ; le 
second, faisant c lieues à l'heure, parcourra, dans le même 
temps, ex lieues. Mais la somme des chemina parcotirus^par 
les deux courriers doit être égale à la distance totale a lieues. 
Nous avons donc l'équation 

far -f- f .r :==• rt ; 
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que Ton peut écrire 

[b -f- c)x == a, 

la parenthèse indiquant que la quantité b + c est multi- 
pliée par X. En divisant les deux membres de l'équation par 

ft -f c, on a 

a 

Cette formule dit que, pou^r trouver après combien 
d'heures a lieu la rencontre, il faut diviser la distance des 
deux points de départ par la somme des chemins que par- 
courent les deux courriers en une heure. 

On appUquera à l'exemple considéré, to faisant a = loo, 
6 = 3, c = 2, ce qui donne 

100 lOO 

26. Généralisons encore le problème VII, que nous po- 
serons ainsi : Tâge d'un père est a années, l'âge du fils 6. 
Dans combien de temps l'ège du père sera-t-il n fois l'âge 
du fds? 

Désignons par o^ le nombre d'années cherché. Après ce 
temps l'âge du père sera a + ^i l'âge du fils b + x^ Comme 
l'âge du père doit être n fois l'âge du fils, on a l'équation 

ou 

a -f- a? = nô + ^^• 

Par la transposition des termes, cette équation devient 

a — nb := nx — x, 
ou 

a — nô = a? X (n — i) ; 
d'où Ton déduit 

a — nb 

x=. . 

n — 1 

Si l'on applique à l'exemple considéré, on fera a = 4o, 
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6 = 10, n = 3 ; la formule donne 

4o — ioX3 4o — 3o 
a: = — = = 5. 

3—1 2 

27. Cette introduction suffit, je pense, pour faire com- 
prendre au lecteur le but de l'algèbre, et lui donner 
une idée de la méthode à laquelle les mathématiciens ont 
donné le nom d'analyse. Elle offre d'ailleurs l'avantage de 
mettre les commençants en état de résoudre immédiatement 
un grand nombre de questions ; nous en proposons ici quel- 
ques-unes comme exercices. Nous allons maintenant revenir 
sur nos pas et exposer en détail et avec ordre le mécanisme 
du calcul algébrique. 

Exer6iee«. 

Problème I. Trois personnes ont ensemble 112 ans; la deuxième a 8 ans 
de plus que la plus jeune; la troisième a autant que les deux autres* Quel 
est rage de chacune d'elles ? 

Réponse/ Ls^ plus jeune a 24 ans, la deuxième 32, la troisième 56. 

Problème II. Faire 53 francs avec 16 pièces de 2 et de 5 francs. 
Réponse. On prendra 9 pièces de 2 francs et 7 de 5 francs. 

Problème HI. Un homme, en arrivant à Paris, a dépensé le premier jour 
le { de son argent, le second jour le i du reste; il n'a plus alors que 48 francs. 
Ck>mbien avait-il d'argent? 

Réponse. 120 francs. 

Problème IV. Quelle est la fraction telle que^ si Ton ajoute 1 à son numé- 
rateur, elle devienne égale à ^ et si Ton ajoute 1 à son dénominateur, elle 
devient égale à ^ ? 

Réponse, A. 

Problème V. Un bassin est alimenté par deux tuyaux de conduite. Dans 
une première expérience, le premier ayant été ouvert pendant 4 heures, le 
second pendant 5 heures, on a obtenu 40 mètres cubes d'eau. Dans une se- 
conde expérience, le premier ayant été ouvert pendant 6 heures^ le second 
pendant 3 heures et demie, on a obtenu 50 mètres cubes. Quelle est la 
quantité d'eau que chaque tuyau fournit en une heure? . 

Réponse, Le premier tuyau dépense G875 litres d'eau par heure, le se- 
cond 2500. 

Problème VI. Une personne a des jetons dans ses deux mains; si elle en 
passe un de la droite dans la gauche, il y en a autant dans les deux mains; 
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mais si elle en passe un de la gauche dans ia droite, eelle^ct en eontiect I4 
double. 
Réponse. La m^n droite contient 7 jetons, la gaueèe 5. 

Problème VII. Une personne a décidé dans son testament que sa fortune 
serait distribuée entre quatre personnes, de manière que la deuxième ait 
deux fois autant que la première, la troisième autant que les deux premières 
et la quatrième autant que la deuxième et la troisième, La fortune totaU 
s'élève k 11000 francs» Quelle est la part de chacune d'elles? 

Réponse. La première aura 1000 francs^ la deuxième 2000, la troisième 
SOOO et ta quatrième SOOO. 

PnûBLiiiB VIII. TrouTeir )e nombre dont te double b^qiM A 34 mrpaift 
80 autant que 100 surpasse ce nombre» 
Réponse, 52. 

Problème IX. Partager 75 en deux parties telles, que 3 fols la plus grancfe 
mrpaasft 1 lois la pku petite de i5. 
Réponse, Ces deux parties sont 54 et 21. 

Problème X. De deux tonneaux égaux ^ après avoir tiré de Tun 45 litres 
et de Tautre 150,. il reste deux fois plus de vin dans le premier que dans le 
second. Combien chaque tonneau eeotesaitril de litres? 

Réponse, 255 litres. 

PMOBLàoME Hh Un nualtre, a^rast fàtyosé 12 ^reblèmes à son âè?^ eén^ 
v'mki de lui donser 25 eentimcs poMr chaque preblèine réseim, â la «ondttioti 
que l'élève payera 10 centimes pour chaque problèBie non réaelu. Le compte 
fait, le matUe delta Félère 1 fsaae 25 eentiaokGoa^ien oe^ML-çi'&-^HBéM]u 
de problèmes? 

Réponse, L'élève a résolu 7 problèmes. 
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Définitions. 

28. Toute expression algébrique indique une série d'opé- 
lations à effectuer sur des quantités représentées par des 
Qttres.. L'^pression est uu ptOffuéme si elk est composée 
de jj^asîeoi^ partie séparées les uaea des autres par le si- 
gne -J- ou par le signe — . Ces diverses parties sont les Unms 
du polynôme. Dans le cas contraire, c'est un monôme. 

On donne spécialement le nom de binôme à tout poly- 
nôme composé de deux termes, cehii de trinôme à tout 
polynôme composé de trois termes, etc. 

Ainsi les expressions ' 



'9 
sont des monômes. 
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Les expressions 

/— â« + 6« 
3a*— 5aô, a + 4Vû*^ 7« ITT"' 

sont des binômes» 
Les expressions 

c? — 2a6 4" ^^*» aa + 5 v/a6 — 5ô, 
sont des trinômes. 
L'expression 

û*— 3a'ô + 5a*6«— 706»-^ aé*, 
est un polynôme à cinq termes. 

29. Une expression algébrique qui ne contient pas le 

signe \j est dite rationnelle; par opposition, elle est dite 

irrationnelle si elle contient le signe v . 
L'expression 





a + b 


est rationnelle ; mais l'expression 


est irrationnelle. 


a + sjab 


30. Une expression rationnelle est entière si elle ne con- 


tient pas le signe 


de la division; elle est fractionnaire si 


elle le contient. 




L'expression 


û« -- 2ab + ô* 


est un polynôme entier. 


L'expression 


«+ _ -4* 



ac 
est fractionnaire. ^ 

31. Tout monôme entier est de la forme 
7a'6*c. 
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Il faut distinguer dans ce monôme les lettres a, b^ e qui 
le coqstituent, les exposants 5, 2, 1 dont ces lettres sont 
^affectées (la lettre c, qui n'a pas d'exposant , est censée, 
affectée de l'exposant 1 ; et, en effet, la quantité c est la 
première puissance de c) et le multiplicateur 7 placé au 
commencement. Ce multiplicateur porte spécialement le 
nom de coeffidenU il indique que la quantité a*b*e est ré- 
pétée 7 fois. 

Le monôme 

qiû n'a pas de coefficient, est censé avoir le coefficient 1 ; 
en effet, on a ici une fois la quantité a'6V. 

32. On appelle degré d'un monôme entier par rapport 
à une lettre l'exposant de cette lettre ; degré par rapport 
à plusieurs lettres la somme des exposants de ces lettres. 

Ainsi le monôme 

7a'i*c 

est du troisième degré par rapport à a, du second degré 
par rapport à &, du premier degré par rapport à c» Il est du 
cinquième degré par rapport aux deux lettres a et by du 
sixième degré par rapport aux trois lettres a, b^ c. 

On appelle degré d'un polynôme par rapport à une lettre 
le degré du terme dans lequel cette lettre est affectée du 
plus fort exposant. Ainsi le polynôme 

5a;»— ^* -{-Zx — 6 

est du troisième degré par rapport à x. 

Lorsque tous les termes d'un polynôme sont du même 
degré par rapport aux différentes lettres qu'il renferme, on 
dit qu'il est homogène. Ainsi le polynôme 
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éi ubidbgeii« u M [immê m^^, pm» fâë im les 

ëttntâe «tâfaf ati aëg^ b pâ^ i%p^ofi â èei^ iëiti«; Amii 
le pHmf^ mm ^»n ^ui m 'mMi ^U lâ imm 8; 8«% 

dU dtfré d t)ai^ fà|)|)6tt » ». Lé Bëi^iër^ qbl Âè èUtitilèât fia 
la lettre a, sera du degré o par rapport à a ; de tîSfte îà.^&Êi) 
on peut dire que dans tous les termes la somîhg âéS feip'o- 
sants égale 3. 

33. Un polynôme indique une série d'additions et de 
sbiisWâctibhîs a ëirectuër. 
Ainsi lé pblyiiôiile 

a + é — c + rf — e — f 

indique qu'il faut ajouter la (|uâiitité a, puis la quantité 6, 
ensuite retrancher c, ajouter d, retrancher e et encore f. 

Les termes affectés du signe + sont dits positifs; les 
termes affectés du signe — sont dits négatifs. Le terme a\ 
qui, placé au commencement, n'a pas de signe, est positif) 
et doit être considéré comme affecté dii signe +2 

Il est évident que la série des opérations indiquées par 
un polynôme revient à ajouter la somme des termes positifs 
et à retrancher la somme des termes négatifs. 

Pour éclaircir ceôl pîi? ull eiLèmplë^ supposons que le 
polynôme représente les opérations d'un négociant dans 
le courant de la journée, lés termes positifs étant les re- 
cettes, les termes négatifs les dépenses. Au commencement 
de la journée, le négociant avait en caisse une certaine 
somme d'argent; il a fait d'abord une recette a et une se- 
conde recette b ; pîiiè tl à pk^t é \ Sbprès ^oi il a reçu d, il 



a payé e et encore f. Il est évident qu'à là M âS Ift JDiii^Hëë 
son avoir a été augmenté de la somme des recettes et dimi- 
nué de la somme des dépenses. 
Mï îé pôîj^nôfiië humèriqùé 

ifi uJLS p — ii^ ^ aQ — Q — 2. 

gftiiiâ il i\ mi h]6\im s% %î HiHûtm 2d, «ê qui i«fiêtik 

à fij6titéf iB; ëxéèS d« » ^Pëîâièi'e §èâime islii' là m^m: 
Dans ce cas, la valeur du polynôme est positivé; Ôfi 
l'écrit +16. 

Lorsque la somme des termes négatifs l'emporte sur celle 
des termes positifs, le polynôme n'en conserve pas moins 
une significatif trés-nette» Soit le polynôme 

n faut ajouter 16, somme des termes positifs, et retran- 
cher 22, somme des termes négatifs; ce qui revient à 
retfaiicher 6, excèâ de ià secoiide somme ëtir la j)l*emièr6. 
Dans ce cas, la valeur du polynôme est négative; on 
l'écrit — 6. 

Deux polynômes, et en général deux expressions algé- 
bjïqtie^ sont égalesi lorsqu'elles rat la ûiémt valeur âffeo^ 
tte du naèmé signëi 

I4. il réâiiité 'elâiréiôënl de feé qiii pfécëdè que l'on 
peut changer à volonté V ordre des termet à*uh polynfmé. 
Car, quel que Sôit tordre àéS tefines, ôii à toujours fina- 
lement la même soiûtne à ajouter tt la même somme à re« 
trancher. 

Ainsi les termes du polynôme 

peuvent être écrits dans tel ortlf^ qu'on voudra, pay exemple 



^ 
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dans Tordre suivant 

— e + rf— ^ + a — c + i. 

Il n'y a aucun inconvénient à eommencer par un terme 
négatif. Pour revenir à notre comparaison, cela signifie que 
le négociant commence par payer e^ qu'il reçoit ensuite d, 
qu'il paye /, etc. Or rien n'empêche de supposer que le né- 
gociant a dans sa caisse, au commencement de la journée, 
une assez grande somme d'argent poiur effectuer les paye- 
ments. 

Termes semblables. 

â5. On dit que deux termes sont semblables lorsqu'ils 
sont composés des mêmes. lettres affectées des mêmes ex- 
posants, et qu'ils ne diffèrent que parles coefficients et les^ 
signes. 

Soit le polynôme 

5û« — 4a*6H- 7fli* + a*b — aa' - Sab^ + a»— . i aaé* + 5a*6. 

Nous voyons d'abord les trois termes semblables 

5a' — aa'+a% 

que l'on peut réduire et remplacer par le seul terme + 4 a*. 
En effet, la quantité a* doit être ajoutée 5 fois et encore 
1 fois, c'est-à-dire 6 fois, et retranchée 2 fois, ce qui re- 
vient à l'ajouter 4 fois. 
Nous trouvons ensuite les termes semblables 

— 4a«i4.a«i4.3a*i 

qui se détruisent. Car la quantité a*6 doit être ajoutée 5 fois 
et encore 1 fois, c'est-à-dire 4 fois, et retranchée 4 fois. 
Il reste les termes semblsJi>les 

+ 7aé*— Soi'— laaé*. 
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qui se réduisent à — idab*. Car la quantité ab* doit être 
ajoutée 7 fois et retranchée 8 fois et encore 12 fois, c'est- 
à-dire 20 fois, ce qui revient à la retrancher i3 fois. 
Ainsi le polynôme proposé s'écrit plus simplement 

4a' — i5aJ*. 

Dans la pratique, on opère très-rapidement cette réduc- 
tion des termes semblables. Soient les termes semblables 

+ yaV — 8ai»— laoi'; 

faisant abstraction de la quantité a&*, on ne considère que 
les coefficients et les signes 

+ 7 — 8 — 12, 

et l'on calcule la valeur — 1 3 de ce polynôme numérique ; 
puis on écrit — i5ab* au résultat, et l'on barre les termes 
réduits. 

Ordonner un polynôme, 

36. Après avoir réduit les termes semblables, on a cou- 
tume d'ordonner le polynôme, soit par rapport aux puis- 
sances décroissantes d'une même lettre, soit par rapport aux 
puissances croissantes, c'est-à-dire que l'on écrit les termes 
dans un ordre tel que les exposants de cette lettre aillent, 
soit en diminuant, soit en augmentant. 

Ainsi le polynôme 

5x» — 4a?*+3a? — 6 

est ordonné par rapport aux puissances décroissantes dex. 
Ce même polynôme, écrit en ordre inverse, 

sera ordonné par rapport aux puissances croissantes. Le 



ÇÇBWe ,4t^nt lin 4^ré 8- 

Quanè {jn pQlyp^^fpç pp^çnj; 4p§ terçje§.^d^ |«i|s Igs pè- 
gres, à pajllp 4y §^ Ift pl^§ é}gy4, ^p ^t, q^^]] gst iJfifljpK 
Le polynôme étant supposé ordonné par rapport aux puis- 
sances croissantes, la série des exposants commence à zéro, 

êî 8'#y« mm^'m ûm^. 4p Pfiïy»A»e iBatei^f œ^t, li y 

plus un. Ainsi le polynôme précédent est un polynôme com- 
plet du troisième degré, et il renferme quatre termes. 

l^or^qu'uB p^lyaiimQ, omiêmpt deux lettsas, est \umsti 
gène, si on l'ordonne par rappel sffM^ puiis»saiif6ft déftiroifla 
santés de Tune d'elles, il sera en même temps ordonné par 
rapport aux puissances croissantes de l'autre ; car, la somme 
des exposants des deipc lettres étant la même dans tous les 
termes, si les exposants de l'une d'€lies vont en diminuant, 
ceux de l'autre iront nécessairement en augmentant. Ainsi 
le polynôme homogène 

qui a été ordonné par rapport aux puissances déd^pissantes 
de a, se trouva en m^me temps ordonné par rapport aus 
puissanoea ermssantes de 6. 
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Addition. 



37. Proposons-qous d'ajouter & qn premier polynôme un 

polynôme, c'est ajouter sa valeur, en d'autres termof , ]p('çfi^ 

rçyien^ ^v^(Jçfpinent |^ ^jflutçf 1^ |^fp)fg p^sjfj^ gf r^fcafir, 
suite du premier polynôni^ fg^^ J^ ^pfH^ ^^i gffifmg, 

cftftÇîfp^çfiS5«figo^- Ainsi i 

Règle. 4 y^t^ ^ItHt^dm m f9 «^'f Î»B «^fW. «» fePS»f»f 
à la suite du premier succustvement tous les fermes du second, 

fiifMiiis- AfMitlQi^HQs les poliraôme^ 

5a»— 5û«i+ 7a»6»+4aJ*— ** 
— aa»— 5a»* + 8a»*»— yab* + «*♦, 
6a»_ a(\*b — iSaî^'rf 6a*»,-r a**. 

IlR8gJB0i){^ iffL^ Vfiu iaij épR^ tqug les tSFflftfi^ ^ «88 ^î? 
polynômes, JiS «ns |J» ^te ^ ai^88t R^m ^^ S«! 
signe, en affectant du signe -f le premier terme 6a* du 
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troisième polyaôme; réduisons les termes semblables, nous 
obtiendrons le polynôme 

38. Remarque. On peut grouper dans une parenthèse 
plusieurs termes d'un polynôme, en conservant à chaque 
terme son signe et mettant le signe + devant la paren- 
thèse. 

Par exemple, le polynôme 

a — b-}- c ^ d ^^e + f 

peut être écrit sous la forme 

a — b + ic — d'-e + f). 

En effet, la parenthèse, précédée du signe +, indique l'ad- 
dition du polynôme ; si l'on effectue cette addition d'après 
la règle énoncée, on reproduit évidemment le polynôme 
proposé. 

Il n'y a pas à s'inquiéter de savoir si, parmi les termes 
mis entre parefithèses, la somme des termes positifs est 
plus grande que celle des termes négatifs, pourvu que l'on 
étende aux polynômes négatifs la règle démontrée pour 
l'addition des polynômes positifs. 

Ainsi nous dirons qu'ajouter un polynôme quelconque, 
c'est écrire tous ses termes, chacun avec son signe. 

39. Il convient aussi d'appliquer la même règle à un 
terme pris isolément, et nous dirons qu'ajouter une quan- 
tité affectée du signe 4- ou du signe — , c'est l'écrire avec 
son signe. Soit» par exemple, le polynôme 

15 — 5+6 — 9 — 4 + a. 

Si nous mettons les quatre derniers termes entre paren- 
thèses, nous écrirons ce polynôme sous la forme 
15 — S+(6— 9-^44.5). 
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La partie mise entre parenthèses est négative : mais ceci 
n'offre aucun inconvénient, puisqu'en efiectuant l'addition 
d'après la règle énoncée, on reproduit le polynôme proposé. 
Remplaçons maintenant le polynôme entre parenthèses par 
sa valeur — 5 ; il s'agit d'ajouter — 5 ; pour cela nous 
écrirons — 5, ce qui donne 

,5 — 3_5, 

Et, en efiet, dans le polynôme proposé, la partie 

+ 6-^9 — 4 + 2, 

mise entre parenthèses, signifie qu'il faut ajouter 8 et re- 
trancher i3, c'est-à-dire retrancher 5. 

àO. D'après cette manière de voir, l'addition algébrique 
ne comporte plus nécessairement l'idée d'augmentation. Si 
l'on ajoute une quantité positive, il y a effectivement aug- 
mentation ; msds si l'on ajoute une quantité négative, il y 
a au contraire duninution. Ajouter — 5, c'est en réalité re- 
trancher 5. 

Il résulte de là que l'on peut considéri»* un polynôme 
conmie étant la somme algébrique de tous ses termes, puis- 
que l'addition conmste à les écrire les uns à la suite 'des 
autres, chacun avec son signe. Cette manière d'envisager 
les polynômes est très-utile dans les applications. 

Soustraction. 

Al. La soustraction est l'opération inverse de Faddition. 
D'une quantité eu retrancher une autre, c'est en trouver 
une troisième teUe qu'en y ajoutant la seconde on repro- 
duise la première. 

Supposons que du polynôme 
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le dis qarOB €^tieBdra le résdtat demandé en éerivant à la 
suite du premier polynème tous les termes du second, cha- 
cun avec un signe contraire, ce qui donne 

a—b'i'C — d + e + f'-g. 

En effet, â à ce troisième polynôme, nous ajoutons le se- 
cond, nous aironp 

0)1, §igipler»§f)t, 

m ?s«%rfluaBt (m \^ îe^was —istrirâm UmÂ^snt, de 
ffiêgae bm tes Mm^ dn f §t pn^j, m^ fl's^ nr^Aieépspt J« 

nêPêi m fmt 4 1% mta iu mmi§f immmmmt tmn loi 

termes du second, en changeant le signe de chacun^ ff §t\i^, 

fia»— 4a>* — 6«A»+ »», 
retrancher le pûlynôm)^ 

Écrivons à la suite du premier polynôme tous les termes 
du second, en changeant les signes, nous aurons 

et, en réduisant les termes semblahles, 

A2. Remarque. On peut gvoup^, ^ans upe pareQ<j)èse, 
précédée du signe — , plusjeijrs tçrmes d'un polynôme, en 



Par exemple, le polynôn^j 

peut être écfit sou^ lî^ forme 

a + i — (c — rf + e — /"+ g). 

En effet, la parenthèse, précédée du siçne — , indique la 
soustraction d'un polynôme; or, si l'og effectue cette sous- 
traction d'après la règle énoncée, on reproduit évidemment 
Ifi pçlynA^ reposé; 

(1 p'y A p/18 i »'inq]4jHeff i» i^Mc A^ paroù les t&mmk 
mia SQtrQ pa^ântbèsâft, la somme àep teF^fis poftitift i»9t 
plus gr^infie pq j^us ppUte qw la somoiâ dâs termes nôga^ 
tift ; £ap 1^ pikgla ds l'additioa ^yant é^tà tàsMa d'une mae 
qièpe génârîiie« cella i& 1a spiistoau&tim, qm srm ^éduifi ft 
le même degré de généralité ; elle est yt^ï^ ddiiS tf)US les 
c^, qui) Ift vf^lmï du poiyn^mfi soit positive m négative, 
qu'il GQmprmoe vm smi tmiman plusisurf». ii^i, mvma 
Gb«r uns quantité aSig^téô d'un miim signe, p^seH( l'é^ri^i 
avec un signe contraire. 

Soit, par exemple, le polynôme 

3 — 5 — 4 + 9 — 6 + 8. 

Si nous mettons dans une parenthèse, précédée du signe — , 
les quatre derniers termes,* en changeant leurs signes, nous 
écrirons ce polynôme sous la forme 

3_5_(4-.g + 6-8). 

La partie mise entre parenthèses est négative, mais ceci 
n'offre aucun inconvénient, puisqu'on effectuant la sous- 
traction d'après la règle énoncée, on reproduit le polynôme 
proposé. Si nous remplaçons le polynôme entre parenthèses 
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par sa valeur — 7, nous avons à retrancher — 7, ce qui se 
fait en changeant le signe de cette quantité, c'est-à-dire en 
écrivant + 7 ; nous aurons donc 

3 — 5 + 7- 
£t| en effet, dans le polynôme proposé, la partie 



-4 + 9-6 + 8, I 



mise entre parenthèses, signifie qu'il faut ajouter 17 et re- 
trancher 10, c'est-à-dire ajouter 7.' 

&3. De même que l'addition algébrique ne comporte plus 
nécessairement l'idée d'augmentation, la souslraclion algé- 
brique ne comporte plus nécessairement l'idée de diminu- 
tion. Si l'on retranche une quantité positive, il y a effec- 
tivement diminution ; mais si l'on retranche une quantité 
négative, il y a au contraire augmentation. Retrancher — 7, 
c'est en réalité ajouter 7. 

En résumé, si l'on considère les quantités comme affec* 
tées des signes + ou — , l'addition consiste à les écrire avec 
leurs signes, la soustraction à les écrire avec des signes 
contrsdres. 



CHAPITRE m. 

MULTIPLICATION. 



Je rappelle d'abord quelques principes qui nous seront 
utiles. On sait que, dans un produit de plusieurs facteurs, 
on peut changer l'ordre des facteurs et les grouper à volonté 
sans changer la valeur du produit. On sait aussi que multi- 
plier une quantité par un produit de plusieurs facteurs re- 
vient à multiplier cette quantité successivement par chacun 
des facteurs. Ces principes ont été démontrés en arithmé- 
tique pour des nombres quelconques, entiers ou fraction- 
naires ; (m peut donc les appliquer en algèbre, où les lettres 
représentent des nombres quelconques. 

Multiplication de deux puissances d^un mime nombre. 

A&. Soit à multiplier a** par a*. Multiplier par a* revient à 
multiplier successivement par n facteurs égaux à a, puisque 
a* désigne le produit de n facteurs égaux à a; d'autre part, a"* 
désigne le produit de m facteurs égaux à a; on a donc le 
produit de «i + ^ facteurs égaux à a, ce qu'on écrit a"^. 
Ainsi, 

Par exemple. 



« — /»7 



à*xa' 

Règle. On multiplie des puissances d^un même nombre en 
ajoutant les exposants. 

Une lettre qui n'a pas d'exposant est censée affectée de 
l'exposant i. Ainsi, 
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Multiplication de deux monômes entiers. 

45. Soit à faire le produit dèi^ inoiiômes 4«***c*d et 
3a*&c'e*. Chacun de ces monômes exprime un produit de 
plusieurs facteurs ; pour multiplier le premier produit par le 
second, il suffit de le multiplier siiccessivement par chacun 
des facteurs du second, ce qui donne pour le produit de- 
mandé 

4Xa^XÎ*><c*xrfX3Xa*x6x*c*><e*. 

Si Ton grimpe leâ facteurs dé la mdhière Buirhute 

4xàx(à»xa*)x(8*x^)><(c'xe)î><if^ 

et si l'on effectue les produits indiqués d^ns les parea* 
thèseSf en a 

iaXa*x6'Xc^XdXe*> 

ce qui s'écrit plus simfjlètîiêflt 

Ainsi 

HÉéliâ. Pour* mitlpUir àeiié hàiièmÈ èniikH\ dH mUlH^ 
pKfe féil tàe^btcàts, M tydHré !§§ ièèp\)sûhU M Wiftn*§ ttitfHî 
et VU icHt âveb l^H fe#oétf«te les fferfffes Ûlffiïinits-. 

Multiplication d'un polynôme par un monôme. 

46. La valeur d'un monôme étant un nomblfe, fetitiè? bu 
fractionnaire, il s'agit de multiplier un polynôme par un 
nobibfé (|tiéWbtt(iùé. 

!• Proposons-nous d'abord de multiplifei^ ttn ^olpIMttë 

* i. 

Û-— 6 + c — d 

par un nombre entier m. Il faut répéter le polynôme m fois. 



c'est-àr-dire additionner m polynômes égaux au polynônië 
multiplicande. Or, si Y où fait cettte addition, on voit que 
chaque terme du multiplicande sera répété m fois avec son 
£4gne) e&réBttisanti en aura âoiic 

ma-^mb -^ me — md. 

Chaque terme du multiplicande sera donc multiplié sépa- 
rément par le nombre entier. 

2^ èôit ihaliiteiiàiit ft âivlfeér îè pl^ôM 

a — 6 -[- c — a 

par un nombre entier n. Il faut trouver un polynôme qui, 
multiplié par n, reproduise le polynôme dividende. Le quo- 
tient cherché sera 

n n n n' 

cai*, si r^n multiplie ce polynôme par n^ ee que Ton fait 6n 
mtiltipliaiH ehaqtie terme séparément par n, comme nous 
raVoni^ tUi on reproduit le polynôme proposé* 
S'' U est aisé olaint^ant dd multiplier le polynôme 

til " • •• * ' Ht 

par un nombre fractionnaire — . Multiplier par une fraction -^ , 

d^i tép^f m fols là n^ pâittà dû âltatipèande ^ éti d'fttitPes 
tel^dl^ è'è§i dit te# le mtatlplâdilâé pàï fk el liltiltiplier le 
réJHlltàt {ittf M< 

mmôià a'fli5ërâ te fflttltlt^lie&Haé p&r le facbbi^ entlir n; 
ndUi fSH^j» 

n n n n* 

pohr anÛtipUIr ^ résultat par le hombre enlier m^ il suffit 
de moltiplitè ^aqub terme par m^ ee qui dtm&e 
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ou 

fn tn , , tn Tn . 

— a oA — c d. 

n n n n 

Mais le multipUcateur — est un nombre quelconque que 
nous pouvons représenter par la lettre e, et nous avons alors 

Règle. Ainsi, on multiplie un poïynàme par un nombre 
quelconque, en multipliant chaque terme séparément par ce 
nombre, et donnant à chaque terme du produit le signe du 
terme correspondant du multiplicande. 

Multiplication d*un polynôme par un polynôme. 

47. Il est évident que le produit d'une quantité quel- 
conque par la somme de plusieurs nombres est égal à la 
somme des produits de cette quantité par chacun d'eux. Par 
exemple, 8 fois une quantité égale 5 fois cette quantité, plus 
3 fois cette même quantité. Si donc le polynôme multipli- 
cateur a tous ses termes positifs, il suffira de multiplier le 
multiplicande par chacun d'eux séparément et d'ajouter les 
résultats. 

Il est évident aussi que le produit d'une quantité quel- 
conque par la différence de deux nombres est égal à la dif- 
férence des produits de cette quantité par chacim d'eux. 
Par exemple, 5 fois une quantité égale 8 fois cette quan- 
tité, moins 3 fois cette même quantité. Supposons mainte- 
nant que le polynôme multiplicateur ait des termes positifs 
et des termes négatiâ, et que la somme des termes positifs 
l'emporte sur la soname des termes négatifs; la valeur du 
polynôme multiplicateur est l'excès de la première sonmie 
sur la seconde; le produit du multipUcande par cette diffé- 
rence égale donc la différence des produits obtenus en mol- 
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tîplîant le multiplicande par chacune de ces deux sommes. 
Ceci revient à multiplier le multiplicande par chacun des 
termes du multiplicateur, à ajouter les produits partiels 
fournis par les termes positifs du multiplicateur et à re- 
trancher les produits partiels fournis par les termes néga- 
tifs. Ainsi, 

Règle. Pour multiplier un polynôme par un polynôme^ 
on multiplie tous les termes du multiplicande successivement 
par chacun des termes du multiplicateur; on écrit avec leurs 
signes les produits partiels fournis par les termes positifs 
du multiplicateur^ et avec des signes contraires les produits 
fournis par les termes négatifs. 

Règle des signes. 

48. Soit à multiplier le polynôme 

a — b-\-c — d 
par le polynôme 

e-'f+g — h. 

Le produit demandé sera 

+ (oe — 6e + ce— de) — {af — bf+ cf-^ df) 
+ (^9'^ ^9 + ^9 — ^9) "^ (^^ — W + ^^ — ^^)> 
ou, en effectuant les additions et les soustractions indiquées 
par les parenthèses, 

ûe — 6e + ce — de 
^af+bf-cf+df 
+ ag—bg + cg — dg 
— aA+ àh — cA+rfA. 

On voit que le produit des deux polynômes renferme le 
produit de chacun des termes (du multiplicande par chacun 
des termes du multiplicateur. 

On reconnaît aussi qu'wn terme. du produit a le signe + 
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s'il pmtéAt âe àéaà ieMei àe ^ême sigifili, te iighè — ë*il 
pi'vvmt dis dmc tefMS de iVjjnès tontrdi'rês. Par exemple, 
le tteMe tg, cJUi jfibvl'éttl d6 détli lèfitiéS poâîfifs, S ife 
Sîgnè 4- ; et Ûè ôiêmé lé tèrtnë hf, ^Ul prôVieîit d'é deùi 
lèrmès hé^lifs; ail bôiitoihé, leâ iètïh^ bg ëi cf, qui prô^ 
viennent de deux termes, l'un positif, l'autre négatif, sont 
iMïèê au signe ^. 

11 éfet fâJftUe âë ëê fëiiâifë 'éôtôptë de cëtlè loi, connue 
M& le Ôofh dfe i^feglè dêë éighëâ, si i'ba observe gûë, dahà 
iëa fJài-ëtilïièSfes, leà sighes ëôAt fcëûX de§ têriheis du niultî- 
^licàndte èl ^ùé à^tbûè tf êllêS est afrôctéë du signe âii 
terme correspondant du mûitlpllfeâtetir. ï)n lermfe ^Ôsilii; 
multiplié par un terme positif, donne un terme positif dans 
la parenthèse; comm^ 14 {)fet-ëHlil6se est précédée elle- 
même du signe -|-, ce terme aura fmalement le signe +. 
Un terme négatif, mttltipê ]^af ùft tëfitlë hégkttf, dtthne 
un terme négatif dans la parenthèse i comme la parenthèse 
est prédédée elle-même du signe — , ce ternlie^ i^nj^eBat 
de signe, aura fmalemtent le sigte -f*, etc. 

Dans la pratique, on ordonne les deux pcriiynômes par 
rapport aux puissances décroissantes ou par rapport aux 
puissahbës ctoiésahtes d^une même lettre (n* 36); on 
multiplie tous les termes du multiplicande sucèéssivement 
ï)ài- ^iMfcufl deé ïëMëS d\i itlttUipiitiâtëilf, èh UlUM âè 
gauche à droite, et l'on écrit les produite jpàttiiêfe ^f îigttèb 
- horizontales, de maniéré ^ùè les termes semblables se 
trouvent placés les \inâ ati-dèsébus dès autres, puis on fait 
la réduction que cette disposition Milite beaucoup. 

h^. Ém&m î; MuitiplièHé iJblynàttië 
kx^ — 3x* — ^x^ 4" X* 
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On disposera Topération de la manière siiitafîtè 
4^'— 3j?*— 7A»-f à?* 



8a?«— 6x'— i4x»-f ii*« 

di?^— 22;^''*+ i8y'+ iSa?''-». M-+ 5^^* 

n y â ioûjàm Ûéai imiës daâà lé pmMt (|aî ôêSè 
l*éatiféètlt àVèé àuriilâ âdtfé, et qd, jiâr e6iiâé(|iléïît, se* eotf- 
Settétti Interné au tèsiûiâti Sè^ le pfôMf dd prêtaiék 
terme du multiplicande par le premier terme dd tfidltlplt- 
eatouri et mssi le jA^oâiiit des deuf dërYiia^ toflneë; En 
effe^, Texj^osftât de là lettre eFâonnâtilGe ÛMm un tenae 
^eleonqué du preduit est là ëctome des expesànt» de cette 
lettre dans les deux termes qui l'ont fourni; or, si lee deux 
polynômes ont été ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes, il est clair que, dans le terme provenant du 
produit des deux premiers termes, l'exposant, étant la 
somme des deux plus forts exposants, sera plus grand que 
dans tout autre terme du produit; ce terme sera donc irré- 
ductible. De mêmef le terme provenant du produit des 
deux dérniéti^ termê§, ayant lift cxpdsânt êpl à là somme 
des deux plus petits exj>09afitsv et pûî ct^séquent moindre 
que celui de tout autre terme du produit, sera irréductible. 
Ainsi le premier terme du produit des deux polynômes or- 
donnés provient exactement du produit des deux premiers 
féMès, et te dèMet* ietiHë Aii prôânii des dëtit dérfalèrt 
tëf ifaëi^. tëtte remartjaé ricfuô sera très-titilë pôut efféètUèf 
ïà fliVîsioil de deux polyïiômés. 

ïï Résulte dé là que le degf ê du prodilît dé dëùt t>dly^ 
âdifië^ éàt égal au degté du multiplicande, jpldS le degfé 
Ail multîpltcdtëut. 
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50. Exemple IL 

aa»— 3a**— 5ûi*+ i» 
4a«— 7a J + 36* 

8a'— i2a*6— aoaW+ 4a'6» 

— i4a**+ aiaV-f 35a*6»— 7a6* 

+ 6a»i*— 9a»i»— i5ab'+ 5J« 

8a»— 26a*&+ 7aV+ 3oa*i»— a2a6*+ 56». 

Les deux polynômes ont été ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de a, et les termes qui ne contiennent 
pas a sont regardés comme étant du degré o par rapport à 
cette lettre. 

51. Exemple IIL Quand les polynômes proposés ne sont 
pas complets, on laisse des intervalles vides afin de pou- 
voir placer les termes semblables les uns au-dessous des 
autres. 

a:*- 3x*+a 

— ^oc^ -^Qx^ — aia?*-[-3a:» 

+2^:* — 4^»+i4^— 2 

x^ — 3a:* — aa?''+^*'+9^* — aao?* — x^-j^i^ — a 

52. Exemple IY. Multiplier les deux polynômes 

{a*—ab)x'+{a^ — aa** + b')x— (a»6H 6*), 
{a» + 6»)a:«— (a»6 + ab')x+b'. 

Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de Xy mais les coefficients, au lieu d'être 
des nombres donnés, sont des polynômes en a et 6, ce qui 
complique beaucoup l'opération. On la dispose ordinaire- 
ment de la manière suivante, en plaçant les uns au-dessous 
des autres les termes qui contiennent la même puissance de œ^ 
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5S 



et, pour né pas répéter cette puissance à chaque fois, on 
trace un trait vertical à la droite duquel on écrit une fois 
pour toutes la puissance de x. On multiplie tous les termes 
du multiplicande d'abord par aW, ensuite par b^x*^ puis 
par — a^bx^ etc., en disposant le résultat par colonnes ver- 
ticales comme nous l'avons dit ; puis on réduit les termes 
semblables dans chaque colonne verticale. 



— «* 



+b' 



x*-Htt» 

— aa*i 


X — 0*6* 
— 6* 


X*— fl** j 

— ab* 


« + 6» 



o» 


x*+ a* 


x'— 0*6* 


x»H 


|-o»6» 


X — 0*6' 


—a*b 


— aa*6 


— a*b' 




- 0*6» 


— 6* 


+0*6* 


+0*6» 


--o*6* 


- 


- a«6» 




-a 6» 


+ a»6» 


— 6' 


- 


- 06' 






— aa»6» 


— a*b 


- 


- o»6» 






+ 6» 


+aa*6* 


— ao*6' 






— 0*6 


— o*6* 


+ *' 






+o»6» 


— 0*6* 




. 




—0*6* 


+a«'6» 








+<i»6« 


— 06' 
+ 0*6* 

— o6» 






a* 


x»+«» 


a*— a*b 


«»4- a»6» 


X— o«6» 


-a*b 


— 3o*6 


+ao*6» 


+ao»6* 


-.6' 


-H»*** 


-l-o»6* 


--ao*6* 


— a*b* 




-ab* 


+ *• ' 


— aa6' 
— 6* 




-o6* 
h 6' 


• 



Remarques sur la multiplication. 



53. Remarque I. Nous avons établi (n'' A?)» la r^gl^ de la 
multiplication des polynômes, en supposant que, dans le po- 
lynôme multiplicateur, la somme des termes positifs est plus 
grande que celle des termes négatifs, et nous avons vu que 
Topération revient à ajouter le produit du multiplicande par 
la somme des termes positifs du multiplicateur, et à retran- 



cher le prÇ^lïît |ia piultiplicande par la gpmpie dgs Jerw.çgp^ 
Ç^tjfs. Il çst paturpl d'é(;en(|re çettp }d^e aji cas o^ }a s.9Ç|flç, 
des terme? ppsjtifs di| multiplicateur est gljis p^titç mp ç§)Jg 
des termes négatifs j nous dirons dope gu§ mu}<;ip}fgr p^ 
un polynônae quelcpgquQ, ç'p§t multiplier par la spRime (Jg8 
termes positifs, pt par la somyx^e des tern^eg pégatifg, stjgiitgjr 
le premier produit et retrancher ^e seçoij^, J)e pgttg fliftpièjrg 
la règle à laquelle nous sommes arrivés sera générale. 
Soit, par exemple, Texpressjpn 

dans laquelle nous supposons b plus pp^îjd que c , d plus 
grand que e^ ^6}^ ayoqs ^ rpff an^îl^ei' le prpdpi|i de ^eux 
polynômes; il suffit pour cela de changer les signes de l'un 
d'eux; car il est éyid^nt q(ie Tpn change a}nsiles siçnçs de 
tous les termes du produit, et l'oa saif que la soustraction 
revient à un changement (Je signes. Nqus pouvons donc 
écrire l'expression sous l'upe diesdeux formep 

ou 

L'un (les pplyi^fpes dev^B^ g^gat^f j ji^ais cfci jB'oSre 
aucim inconvénient, puisqpie si l'en efBBctue la niuItipUiBa- 
tion d'après la règl^ énonc^ée, les troyi expressions donnent 
naissance au même polynôme 

a-T^bfl -j-cd^be — ce. 

Si l'on change les signes des deux polynômes, le produit 
W ehanga p.a3 ; ainsi l'expres^io» ppéçé4^»tp pimt epcore 
être misa sous l£^ forme 

54, l\ ç^nyiept ^ussi 4' appliquer la ipême défipitipn i^ 
4es termes pris isolément, et nous dirons que multiplier 
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une quantité ^elçongue pa^ unp çfçi^n^té jffçfit^e (J\!i SÎgnft 
,+ ou du signe —, c'est multiplier p^ çgttS gïiai}t|t^ 9^ 
ajouter ou retrancher le produit, suivant que le multiplica- 
taur est positif ou H4gatif. 
RepFpnofis rexppessioH 

êÊm hqQfi^ ï^om ftVû^s «ipposâ t plua gamà que i, d plus 
grandi Qufi <i Si nm^ iâtifgnùns pap / qt 9 les valeurs ée^ 
d^m pûly9âma^ A-r-r a et dm â> raspveasinq se Déduit à 

Nous avons dit que For} pftul; «îi^ttFe fStt« S^PfMPifâ^ tmâ 

a+(b^c)(e-d); 

remplaçons les dçqx pftlyqôiBes h^r^c çt e — d par leurs 
valeurs + ^ et — g; nous aurons à m^tipli^r 4- ^par — g^ 
ce qui donne — /gf, et nous retrouvops aiqsi le mên^e ré- 
sultat a — fg. 

Considérons encooe l'expresâctt 

a + (b-e){d-ëi, 
qui ssréduità 

Nous pouvops la mettrp sous la forme 

a + [c-b)[e-d); 

remplaçons les deux polynômes c — b et e — d parleurs 
valeurs — fet — g, nous aurons à multiplier — ^ par — g, 
çç çfvl ^mm + fq. ^\ pQU^ rfitrouYpns dlm\ te ïpêW9 r^ 

^v!im a + /Vf 

Il résuUç dQ (îçttp.ïP^mèrQ d'çPViliageF la. ffmltiplicatiQn 

qlaf^in<(îif ips te produit (Je 4çw polypômea ç?t égal ^ 
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la somme algébrique des produits du multiplicande par 
chacun des termes du multiplicateur. 

55. Remarque IL Le produit d'une quantité négative par 
une quantité négative étant positif, le carré d'une quantité 
négative sera positif; mais le cube, qui est égal au produit 
du carré par la quantité elle-même* sera négatif; en gé- 
néral les puissances paires d'une quantité négative sont 
positives, mais les puissances impaires sont négatives. 

Cette remarque est importante. Si l'on veut changer le 
signe d'une lettre dans un polynôme, on changera les signes 
de toutes les puissances impaires de cette lettre, sans 
changer ceux des puissances paires. 

Par exemple, en multipliant le binôme a + h par lui- 
même, on trouve 

Changeons le signe de 6, le terme zab changera de signe, 
mais le terme b* ne changera pas; nous aurons donc 

Ces deux égalités donnent nsdssance à ces deux théorèmes 
de géométrie élémentaire : le carré construit sur la somme 
ou sur la différence de deux lignes égale la somme des 
carrés construits sur chacune de ces deux lignes, plus ou 
moins deux fois le rectangle ayant l'une pour base, l'autre 
pour hauteur. 
La multiplication dea + b par a — b donne 

(a + b){a—b) = a*—bK 

En changeant le signe de b on permute simplement les deux 
facteurs du produit, et Ton voit qu'en effet le second membre 
ne change pas. L'égalité précédente s'énonce ainsi : le pro- 
duit de la somme de deux quantités par leur différence 
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égale la différence des carrés de ces deux quantités* C'est 
une proposition fréquenunent employée en algèbre; elle se 
traduit en géométrie par ce théorème : le rectangle construit 
sur la somme et la différence de deux lignes égale la diffé- 
rence des carrés construits sur ces deux lignes. 
. Si Ton multiplie le carré de a + 6 par a + 6, on trouve 

(a + 6)»=a»+ 3a*é + 3a6*+ i»; 

on en déduit, en changeant le signe de 6, 

(a — i)»=a»— 3a*6 + 3û*«— b\ 
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56. La division est Popératîon inverse de la multiplica- 
tion. Elle a pour but, étant 4pnnéçs deux expressions algé- 
briques, pommées, Tune dividende, l'autre diviseur, d'en 
trouver une troisième, nommée quotient, qui, multipliée 
par le diviseur, reproduise le dividende. 

Quotient de deux puissances d'un même nombre. 

57. Soit à diviser a"* par a**, le quotient sera a**"**; car si 

Ton multiplie ce quotient par le diviseur a**, ce que l'on fait 

en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende à^. On 

a donc 

a"* 

Règle. Pour diviser deux puissances d'un même nomibre 
Vune par Vautre^ de V exposant du dividende on retranche 
celui du diviseur. 

Exemple : 

a* 

Exposant zéro. 

68. Le quotient est entier lorsque l'exposant du divi- 
dende est plus grand que celui du diviseur. Alors on peut 
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dividende. 

Lorsque l'exposant du diviseur est égal ft celui du divi- 
dende, rapplication 4q I^ règje ppéç^den^ Ç(«i(îtti$ a^ çyro^ 
bole a® ; car on a dans ce cas, ^ 

a*" 

I^P §yfpl)0|S «% jrppréseijlaïH; |g qjjçtiçnt jJe fife»? ^an^ités 

^>^ s, ypiQplpl ite ce gy^pJe esj; trè^-^Ute §P alçèbr^; p^us 
?B aypifs ^éj^ foit «sage plusieurs fois ip^jpliçitemgBt; ain§^ 

nm JvflBs (lit (r* 52) ^, jprsqu pijp Wtr^e n'gptre p^n 

dans un monôme, on peut la considérer çopipaç y eijtr^j}^ 
aypc.Vê^pç^^t z^fp, gt soy§ ^vpns sypppsé }ç pp]y^6mç 

écrit sous la forme 

Les facteurs introduits 6^ et a®, étant égaux à l'unité, ne 
changent pas la valeur du premier ni du dernier terme. 

L'emploi de l'exposant zéro simplifie les énoncés : on 
gf jxt 4no»ç^ la règlp 4e fe mul|ipliQatiôn ^ flWOÔmçg en 
^s^t ^ippjefp^nli ^^ J'pp pi^^Uipli^ le^ coe|ï}pipQj;g et (p;^ 

j'oij ^9Wte J^s pxposîin^ ^s piêiflçs latt^rç?- Il n'y ^ qu'^ 

suppo^f , çq (çffçt, qi|p, Jorgqu'un^ lettre p'^lifre pas (i^S 
I'H^ ^s B[jonôaï|5», ^lle s'y troiav§ fiveç l'e^pos^nt ?éro. 

|;,prsiq^p J>?^ppsîmt du diviseur est; plus grapd que pelui 
^^ 4iyi4p»de, le quotient est frg^ptjonnaireî; on le siippUAQ 
en divisant les 4^W terna^ PW 1^ numér?tteur« A|ûsi 
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Dans ce cas, rapplication de la règle conduit au sym- 
bole a""% qui représente -^; c'est là l'origine des exposants 
négatifs dont il sera question plus tard* 

Division des monômes. 

59. La règle formulée pour la multiplication des mo- 
nômes (n° 45) conduit immédiatement à la règle suivante : 

Bègle. Pour diviser un monôme par un monôme^ on divise 
le coefficient du dividende par celui du diviseur, et fon re- 
tranche les exposants du diviseur des exposants des mêmes 
lettres dans le dividende. 

Soit à diviser i2a'6'c''(ïc* par /^a^b*c^d. Le quotient de- 
mandé sera 3a*6c'e* ; car si l'on multiplie ce quotient par 
le diviseur, on reproduira évidemment le dividende. Ainsi 

En appliquant la i;ègle, on regardera la lettre e comme 
affectée de l'exposant o dans le diviseur. 

60. Rémarque. Pour que le quotient soit entier, il faut 
que le coefficient du dividende soit divisible par le coefficient 
du diviseur, et que les exposants du diviseur ne surpassent 
pas les exposants des mêmes lettres dans le dividende. 

La seconde condition est surtout essentielle ; car si elle 
est rempfie sans que la première le soit, le quotient aura, 
il est vrai, un coefficient fractionnaire, mais il sera encore 
entier algébriquement. On aura, par exemple, 

SaWc'd^e a ... . , 
■ = - a c d^» 
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On dit qu'une expression est entière algébriquement ^ lors- 
qu'elle est entière sâuf des coefficients fractionnaires. 

Si la seconde condition n'est pas remplie « le quotient 
sera fractionnaire; mais alors on le simplifiera autant que 
possible. Par exemple 
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Division d*un polynùme par un monàme. 

61. On sait que l'on multiplie un polynôme par un mo- 
nôme, en multipliant chaque terme du polynôme par le 
monôme {n? 46) ; on effectuera donc la division d'un poly- 
nôme entier par un monôme entier, en divisant chaque 
terme du dividende par le diviseur. Le quotient sera entier 
si chaque terme du dividende est divisible séparément par 
le diviseur ; sinon, il sera fractionnaire. 

Division des polynAmes. 

62. Supposons les deux polynômes ordonnés par rapport 
aux puissances décroissantes d'une même lettre. La question 
est de trouver un polynôme entier qui, multiplié par le poly- 
nôme diviseur, reproduise le dividende. Imaginons ce poly- 
nôme trouvé et ordonné aussi par rapport aux puissances 
décroissantes de la même lettre. Nous savons que, dans la 
multiplication de deux polynômes ordonnés (n"" 49) 9 1^ W^ 
mier terme du produit provient sans réduction de la multi- 
plication du premier terme du multiplicande par le premier 
terme du multiplicateur. Ainsi, le premier terme du divi- 
dende est exactement le produit du premier terme du divi- 
seur par le premier terme du quotient; si donc on divise le 
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pmi^f toïfiê dîi dîVidêiidê p'âf le ptèrîàéf téffhê dii divi- 
seur, ôii ôbtiéiidî'â le ï^tétniët Wm dû îjudtîétit. 

té dividende ëfet égal h IS ÉmM m ^foSmtë pMièU tjae 
fàû ôMmi &ti iiltiltpafit le dfViSêtif par ekeUtt M têfMèâ 
du quotient ; multiplions le diviseur ^^ \ê pl*êïhie? terme 
du quotient, et retranchons ce produit du dividende, nous 
aurons un reste qui sera égal au produit du diviseur par les 
autres termes du quotient. Ce reste constitue donc un nou- 
veau dividende, sur lequel nous pouvons raisonner comme 
sur le dividende proposé. Le premier terme de ce nouveau 
dividende est le produit du premier terme du diviseur par 
lé prëthiét' t^îtië dû ^ùdtiëtit liôffëépiÔtidàfit; êû di\^isâht le 
IJreîiûLÎef tëMêf du tëétë pàt lé premier téfîdë diî diviselif , on 
àili'à dôn6 le âécciiid têfmê dû qûôtîërif , etc. 

iiiëîi fi' est chaiîgé dârié îe fâisôfinemént ^uâiid on siip- 
îïdàë léi^ po1yfi6mëi& ôrddfiîiéà par fâ|)p6rt âiix puissances 
eMéëâfifë^ d'tihë même lettre. 

On déduit de là là règle êîiîvânîé : 

Règle. Pour diviser deux polynômes entiers Vun par 
V autre j on ordonné tês âèUaf potijHàffiêi par rapport aux 
puissances décroissantes ou par rapport aux puissances crois- 
Smià ffme mihé UttHi m Aimié îè pHMkt Umé du dt- 
meMépa¥ kpHtniët tême du AimièUi^, éé qtitâmtiê té 
pfèmii- léMè Au ^UotiéMt ûH mîtipUù léAitléèÛir pûi- êé 
pirmiêfr tWihé Au ^udUiiil et an t-éttàûèhè kptnduit àù divi-^ 
êëHdèi M iittse îë pftmtW iêmè Au mté paf U PrétHiéi^ 
terme du divisêUf^, €e ^Ui dàhne lé dêUdbimë témë du quo- 
tient; on tàuïiipUë îé ditiséU'i^pàf èé deuxième iêmè du quô- 
tmu ei oH retfàûchê lé produit du ptmièf téétè; o« ditiÉé 
te premièt têt'mè dU dèUMèmé ¥ehté pdr ië pfêfhiéf lernie dU 
AHiiiettt, et Voh cdttitn'UBdè cette fndfliétejuÉiU^à ce que ton 
UfH'oè ùii Aéi"iM^ UMt du ^mtlèni. 

Oh obtient dli'ëcteitieilt ïë tonlëf férMë Aii (JUotiëit en 
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aîtiéatlt lé demîef ijbMë dil aividénâfe pai* te d^ef tël-iùé 
flii dîVÎéëur. (îat^, dans la multlplîèàtirth dî3 dëul pôlyûôffiëé 
BMbAfeés, ïè détllîfef tèt^tàe dli ]^î»ddult |jfbtîetit àuséî èaâà 
l^atitfttdfî dé là ititlllip'câlioft dû déf fiiéf feMe dû ttltdti'^ 
plicande par le dernier terme du multiplicateiîi*. ArHvé Hti 
dernier termes on doit trouver ensuite ua reste nul, si la 
division se fait exactement 

Il 6fet m\t (j^k là loi flfefe sî'gtiëà m là tiiétôe tpié dâttdà 
Mîtliiriéktlbni Sî léfe déùk iëm^é tiùë Ton diViSè Ttlft &âf 
l'ktltrê bfit le Inèiilè èlgiië, le terrfié dU (tiiôll'ent devra etf^ 
âifetté dtt slgaë + ; è^U^ bfat des signeâ èt)&ti*âirëà, le tefittë 
du (Jû'dtient dëM ètfé affecté du élgtiè — . 

«9; ÉiéM*i* h ëolt à divisêl' W pdiyfaàMe 

par le polynôme 

aa»— 3a*6 — ôa6* + 6». 

On dispose l'opération de la manière suivante : 
— 8û'+iaa*6-f 2oa»**— 4a*6' | 4a«— 7a*+36* ' 






Oêsm aéèirbiâëahté» 8« ai 0» Qitise te ^ne&M tehné 6A* 
9l ét¥idëiâ«te ^ lé pHSiier t6m« f «* du ^fisèur; ce Ipà 
donâè 11 ^Asi lêMë 4A* tlU «[HOtièât. to iâuUiplie tOat 
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le diviseur par 4a' et on retranche le produit du dividende ; 
pour cela on écrit au-dessous du dividende les différents 
termes de ce produit, avec des signes contraires, puis on 
additionne, en réduisant les termes semblables. On obtient 
ainsi le reste 

— i4a*6 + a7aW+ a6aW— aaa6*+3i». 

On divise le premier terme — i4a*6 de ce reste par le 
premier terme aa* du diviseur, ce qui donne le deuxième 
tenne — yab du quotient. On observe que ce terme doit 
être affecté du signe — , en vertu de la règle des signes 
établie pour la multiplication des polynômes (n** 4S) ; en 
effet, le terme — i4a*5 du produit ayant le signe — , les deux 
termes qui le produisent doivent avoir des signes contraires ; 
mais le terme sa' a le signe + ; donc le terme jàb aura le 
signe — . On multiplie le diviseur par ce deuxième terme 
et on retranche le produit du reste; on obtient ainsi un 
deuxième reste 

J^ 6aW— 9a»6»— i5ai*+ 36». 

On divise le premier terme + 6a'fr' de ce deuxième reste par 
le premier terme 2a' du diviseur, ce qui donne le troisième 
terme + 3^* du quotient. On multiplie le diviseur par ce 
troisième terme du quotient; on en retranche le produit du 
deuxième reste ; on trouve zéro. L'opération est terminée. 
Le quotient demandé est 

4a«— 7û6 + 56*. 

Remarquons que Ton aurait trouvé immédiatement le 
dernier terme + 36* du quotient, en divisant le dernier terme 
+36* du dividende par le dernier terme + 6' du diviseur. 

Le degré du quotient par rapport à la lettre ordonnatrice 
est égal au degré du dividende, moin celui du diviseur. 
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64. Exemple IL Soit encore à diviser 
par 

Le polynôme dividende n'étant pas complet, on laissera 
des întei-valles vides afin de pouvoir placer les termes sem- 
blables les uns au-dessous des autres. 

— 6x'+ gx^—3x 



+ 2J?* — 3x-[-i 



Rmiarques sur la division. 

65. Remarque 1. Quand les polynômes proposés renfer- 
ment plusieurs termes non semblables du même degré par 
rapport à la lettre ordonnatrice, les coefficients des diverses 
puissances de cette lettre sont des polynômes et T opération 
devient très-compliquée. Soit à diviser le polynôme 

+ (—a'b + 2a'é»— aa***— aaô»— i«)a;« 

par 

(a'+ b^)x^— (a*b + ab^)x + 6^ 

On disposera l'opération de la manière suivante : 

5 
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a" 
— tt'i 

— a*' 
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4- a'é* 



+ a»6 

— aa*i 
+ a'ô» 



a;'- 


-«»é 


«»4. «»*• 


4-aa»é» 


+aa»*' 


ao'*» 


^«V 


— 2ab' 


+ ai' 


— *• 


+ *' 


- a'é* 


— a*6* 


H 


pa6» 


+aa'é' 




h a*6 


Z.^ 




ha»*» 


-a*6» 


— aa»*» 


— a»J* 


-aa»J» 


— 0**' 


+ o'ô* 


— aô' 


4" «4' 





^«**' 


— aa'é' 






- i« 





— *' 



+a'6« 



a' 



-aJ 



ar* — a'i 
— aft' 



ar»+ a» 
— 3a*6 



a;-l-6* 



x-a'H' 
-b' 



1" DiyiaïQH PJUiiixtut. 
a*_a»6+a»*»-wii» | a»+è' 



—a* —a*b* 



—a^b 

+00» 



—ai» 
+ai' 



a* — ab 
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a»-a«»*+«»é»- o»*»4-ô» I a»+ ^' 



»é« 



<i»-ao'*-j-*» 



— 3a*6 — a»i»+6» 
+3a*J -faa'i» 



+ a'A«+i» 
— ««i»— *» 
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3« 
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— a»6'— 


2a«ô*— *' 


tt'+é' 




+a»ô«+ 


a'A* ^ 


-a't»- 


*♦ 


— 


a*b'—b* 




+ 
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Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de œ et les coeflicients sont eux-mêmes 
ordonnés par rapport aux puissMices décroissantes de a. 
Pour avoir le premier terme du quotient, il faut diviser le 
premier terme du dividende par le premier terme du divi- . 
seur; on divisera donc le coefficient 

du premier tenne du dividende par le coefiSclent a* + 6* du 
premier terme du diviseur, faisant cette division à part, on 

trouve ainsi 

(a*— ab)x* 

pour le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur 
par le premier terme du quotient et on écrit le résultat 
avec des signes contraires au-dessous du dividende et dans 
les colonnes verticales convenables. Il est inutile d'écrire le 
produit du premier terme du diviseur, car on sait d'avance 
que ce produit détruira le premier terme du dividende. 
Comme il suffit dô connaître le premier terme du reste pour 
continuer l'opération, on ne fera la réduction des termes 
semblables que daaB la deuxième colonne verticale» 

l^Mir avoir le dâuxiëme tarme du quoUent, on divise le 
pKBiier ierme du reste par le premier terme dn diviseur, oé 
qui exige que Ton effectue à part la diyi«ion du eoefiieient 
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de ce premier terme par le coefficient a' + 6* du premier 
terme du diviseur ; on trouve ainsi 

pour le deuxième terme du quotient. On multiplie le divi- 
seur par le deuxième terme du quotient, et on écrit le ré- 
sultat avec des signes contraires au-dessous du dividende 
et dans les colonnes convenable; il est inutile d'écrire le 
produit du premier terme du diviseur, puisqu'on sait que 
ce produit détruit le premier terme du reste. On réduira 
les termes semblables dans la troisième colonne verticale, 
afin d'avoir le premier terme du nouveau reste. 
Divisant à part le coefficient 

du premier terme du deuxième reste par le coefficient 
a* + 6' du premier terme du diviseur, on obtient le troi- 
sième terme du quotient 

On multiplie le diviseur par le troisième terme du quotient 
et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous 
du dividende ; il est inutile comme précédemment d'écrire 
le produit du premier terme du diviseur. Réduisant les 
termes semblables- dans la quatrième et la cinquième co- 
onne verticale, on trouve un reste nul. L'opération est 
terminée. 

6d. Remarque II. Les raisonnements précédents et les 
conclusions que nous en avons tirées supposent qu'il existe 
un polynôme entier qui, multiplié par le diviseur, repro- 
duit le dividende. Voyons à quels caractères on reconnaît 
la possibilité de la division. 

Les polynômes étant ordonnés par rapport aux puis- 
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sances croissantes ou décroissantes d'une même letti'e, il 
est nécessaire d'abord que le premier terme du dividende 
soit divisible par le premier terme du diviseur et le dernier 
terme du dividende parle dernier terme du diviseur. Soit, 
par exemple, à diviser 

X*— 3a?* — 5x'-f- 7ar'— - Sx 
par 

Le dernier terme 8x du dividende n'est pas divisible par le 
dernier terme 4^* du diviseur ; donc la division est impossible. 
Lorsque ces deux conditions sont remplies, on effectue 
la division par le procédé ordinaire ; si l'opération ne conduit 
pas au dernier terme tel qu'on l'a obtenu directement, la 
division est impossible. Soit, par exemple, à diviser 

a — 3x — 5x*+ 4^?' — 6x* 
par 

1 — 4^ + 3^'« 

Le premier terme du dividende est divisible par le premier 
terme du diviseur, ce qui donne 2 pour le premier terme 
du quotient; le dernier terme est.aussi divisible par le der- 
nier terme, ce qui donne * — ax' pour le dernier terme du 
quotient. Effectuons l'opération suivant le procédé ordinaire. 

a — 3x — 5x*+ 4x' — 6x* I i — 4x + 3x* 



— a + 8x — Sx* I a + 5x + 9X* 

+ 5x — 1 12?*+ 4x*— 6a;* 
— Sx + ^ox^ — i5x' 

4" 9X* — iix' — Cx* 

L'opération nous conduit à un dernier terme + gx*, qui 
n'est pas égal au dernier terme — ax*, tel qu'on Ta trouvé 
directement. Donc la division est impossible. 
Soit encore à diviser 

a?* — 5x' — SX* + 5x + 4 
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par 

La division du dernier terme du dividende par le dernier 
terme du diviseur donne | pour le dernier terme du quo- 
tient. Mais le coefficient du premier terme du diviseur étant 
Tuniié, on n'aura dans le calcul que des coefficients entiers, 
et par conséquent on n'arrivera pas à un dernier terme frac- 
tionnaire. Donc la division est impossible. 

Lorsque l'opération conduit au dernier terme tel qu'on 
Ta obtenu à priori, 11 faut encore que le reste suivant soit 
nul. Soit, par exemple, à diviser 

2 — 5x — i6x* 4" 4^' — ^^* 
par 

L'opération conduit au dernier terme — ax* tel qu'on l'ob- 
tient direct^nent, mais le reste suivant n'est pas nul« Donc 
la division est impossible. 

67. Remarque ÏII. En général, on ordonne les deux 
polynômes par rapport aux puissances décroissantes d'une 
même lettre. Soit m le degré du dividende, n celui du 
diviseur, m étant suppoàé plus grand que n; en effectuant 
l'opération, on obtient au quotient un polynôme entier du 
degré m — n. On observe que les degrés des restes succes- 
sifs vont donc en diminuant d'unité en unité; on poussera 
l'opération jusqu'à ce que l'on arrive à un reste d'un degré 
inférieur à celui du diviseur. Si ce reste est nul, la division 
se fait exactement et le quotient est entier. S'il n*est pas 
nul, il est impossible de continuer l'opération ; le quotient 
est fractionnaire, et pour le compléter on ajoute une frac- 
tion ayant pour numérateur le denier reste, et pour déno- 
minateur le diviseur. En voici un exemple : 
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-^*+ 


Sx'-* 


3«* 




+ 


ax' — 




6a; 




+ 


3x*+ 
Zx*-^ 


i3a? — 5 
i5x + 9 



On a 



— aa? + 4 



a?*— 7X»+ioar*+7a?— 5 2a: — 4 



68. Question L Diviser x" -*- a"* par x — a* 



a?"* — t 
1'' reste. « â?~-** — «"* 
a* reste. à^x^~* — a' 



X — 6 



ar"»-*-{-aa?"*"*+ a*^"*"'- .+ û"*~'a;+a'"'* 



Dernier reste. û"* — a*"==:o. 

La loi des termes du quotient est facile à observer. Touè 
les termes sont positifs ; les exposants de x vont en dimi- 
nuant, tandis que ceux de a vont en augmentant. Le der- 
nier reste étant nul, la division se fait exactement, quel que 
soit l'exposant m. On a donc > 



a?— a 



-sa?*»-* 4- ûx"*-« + û'a?*»-',.. + a^^x-^- a**"*. 



Ce résultat est d'up usage fréquent en algèbre; il est bon 
de se le rappeler* 

On pouvait d'ailleurs reconn^,ître à priori la possibilité de 
la division. En effet, (Mtt sait qu'en effectuant l'opération 
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on trouvera un quotient entier du degré m — i par rapport 
à a? et un reste du degré o par rapport à Xj c'est-à-dire in- 
dépendant de X. Si donc on désigne par q le quotient et 
par f le reste, on aura 

x« — «•»=: (a?—. a)q-{' r. 

Cette égalité a lieu quelle que soit la valeur de x ; or, 
donnons à a: la valeur de a, le premier membre devient nul, 
le premier terme du second membre devient aussi nul ; car 
le facteur x — a devenant nul, et le polynôme entier q pre- 
nant nécessairement une valeur finie, le produit devient 
nul; donc le reste r est nul; et il est identiquement nul, 
c'est-à-dire qu'il est nul, quelle que soit x^ puisqu'il ne 
contient pas cette lettre. Donc la division est possible. 

69. Question II. Diviser x"* -j- a" par x — a. 

i*' reste. a x'^^+aT' 
a* peste. a*x~~*-|-û'" 



a?«-^-fûa?*^'-fû*a;""'. . .4-a"^' x-J- a* 



Dernier reste. a"*4-û"*=2a'*. 

Le quotient est le même que dans l'exemple précédent; 
seulement le dernier reste, au lieu d'être nul, est égal à 
2 a"*. La division est impossible. Le quotient est fraction- 
naire et l'on a 



x — a 



On peut aussi reconnaître à priori l'impossibilité de la 
division. Car, en appelant toujours q le quotient et rie 
reste, on a 
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d*où l'on déduit »a* = r, en faisant a? = a. 

70. Question III. Diviser x™ — a"* par x + a. 
II faut ici distinguer deux cas, suivant que m est pair ou 
impair, i* m pair. 



!•' reste. — a a?"*"* — or 
2* reste. + «"^""''—û"* 



x"*"* — ox'^*+û*a:'*"' 4"^' 



• ^m-t «.._o'*- * 



a«-ia?— a*" 



D" resf e. -fa*" — a**=o. 

Les termes du quotient sont affectés alternativement du 
signe + 6t du signe — . Le quotient, étant un polynôme 
complet du degré m — i , contient m termes, c'esti-dire 
un nombre pair de termes, si m est pair ; comme les signes 
alternent en commençant par le signe +? le dernier terme 
sera affecté du signe — , et par conséquent le dernier reste 
sera + a** — o"» ou zéro. Ainsi, dans ce cas, la division est 
possible. 

2* Si m est impair, le quotient, ayant un nombre impair de 
termes, se termine par le signe +» et le reste est — à^ — a** 
ou — 2a*". Ainsi, dans ce cas, la division est impossible 

71. Question IV. Diviser x™ + a™ par x + a. 

Le quotient a la même forme que dans l'exemple précé- 
dent. Si m est impair, le dernier terme du quotient a le 
signe + et Ton a pour reste — a"* + a"*, c'est-à-dire zéro ; la 
division est possible. Mais si m est pair, le dernier terme du 
quotient a le signe — • et l'on a pour reste + «** + û"*i c'est- 
à-dire sa*; la division est impossible. 

On peut rattacher ces deux derniers exemples aux deux 
précédents par des considérations sur les changements de 
signes. Nous savons que, lorsqu'on change le signe d'une 
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lettre, les puissances impaires de cette letU^ ebaagêirt de 
signes, tandis que les puissances paires ne changent pas. 
La division effectuée au n° 68 prouve que Ton a 

changeons le signe de a; nous auron^♦ si m est pair, 

^m_ ^ j^ ^^ ^ ^j ^^pm- 1_ QyM^9 ^ a*x"*-'.« . + o*^-*) ; 

et, si m est impair, 

x^^ cci^= (x + a) (ir'*-*— tM?*^*-f a^x"^^... + a**~*) . 

On en conclut que x'^ — a*" est divisible par a; + a, quand w 
est pair, et 0?*"+^*^ P^^ x + fl quand m est impair. 

72. En résumant ce qui précède, on voit qu'une opéra- 
tion algébrique a pour but de composer un polynôme au 
moyen de deux ou de plusieurs polynômes donnés, d'après 
certaines règles détertpinées. 

A un point de vue pliis général, on peut considérer une 
opération algébrique comme ayant pour but de transformer 
une expression en une autre équivalente. On dit que deux 
expressions algébriques sont équivalentes lorsqu'elles four- 
nissent le même résultat, quelles que soient les valeurs nu- 
mériques attribuées aux lettres. Ainsi les deux expressions 

qui in^quent deux séries d'opérations différentes à effec- 
tuer Sur les quantités a et 6, conduiront toujours au même 
résultat, quelles que soient les valeurs particulières attri- 
buées aux lettres a et b; ces deux expressions sont donc 
équivalentes, et Ton peut remplacer l'une par l'autre à 
volonté. Il est clair que les opérations algébriques transfor- 
ment les expressions en d'autres équivalentes; car, dans les 
raisonnements, les lettres représentent des quantités quel- 
* conques, et non telles ou telles valeurs particulières. 



CHAPITRE Y, 

FRACTIONS ALGÉBRIQUES, 



On appelle fraction algébrique le quotieîit de deux quan- 
tités quelconques, entières ou fractionnaires, positives ou 
négatives. Les fractions algébriques jouissent des mêmes 
propriétés que les fractions arithmétiques. 

Théorème Ï. 

78. On fie change pa$ la mleur d'tiné ffactim en multi- 
pliant ou en divisant ses deux termes par une i/nême quantité. 

Soit la fraction algébrique ^i dont nous désignerons par 

q la valeur» On a 

a 

6 = 9, 

ou 

Si Ton multiplie les deux paembres de cette égalité par 
la même quantité c, Il vient 

ac = bqc = bcq^ 
d'où 

ac 

Tc=9- 



ac a 



Donc 
Réciproquement , si Tort divlae les deux termes de la 
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fraction - par une même quantité c, on obtienif une fraction 

égale 

a 

c 

c 

car, en multipliant par c les deux membres de cette dernière 
fraction, on reproduit la fraction proposée. 

Corollaire I. Qnne change pas la valeur d*une fraction 
en changeant lès signes de ses deux termes ; car ceci revient à 
multiplier ses deux termes par — i . 

Corollaire IL Pour réduire plusieurs fractions au même 
dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune d' elles 
par le produit des dénominateurs de toutes les autres. 

Corollaire III. Pour réduire une fraction à sa plus «fw- 
ple expression^ on dime*ses deux termes par tous leurs fac- 
teurs communs. 

Corollaire IY. On effectue Vaddition ou la soustraction 
de plusieurs fractions en réduisant ces fractions au mime dé* 
nominateur^ et ajoutant ou retranchant les numérateurs. 

Théorème IL 

7à. On multiplie deux fractions^ en multipliant numéra- 
teur par numérqteur^ dénominateur par dénominateur. 

a c 
Soient les deux fractions t et-| dont nous désignerons les 

valeurs par q et q' ; on a 
a 
6 "^ ^' d 






OU 

a=bq, c = dq\ 

Si Ton multiplie ces deux égalités membre à membre , il 

vient 

ac=sbdqçf'y 
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d'où 



Ainsi 






ac a c 



Théorème III. 

75. On divise une quantité par une fraction^ en multipliant 

celte quantité par la fraction diviseur renversée* 

o, c 

Soit à diviser la fraction -= par la fraction -. Je dis que le 

quotient cherché égale 

ad 

car, si Ton multiplie ce quotient par le diviseur, et si Ton 
simplifie, on reproduit le dividende. 

Théorème IV. 

76. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales et qu'on ajoute 
les numérateurs et les dénominateurs ^ on forme une nouvelle 
fraction égale à chacune des fractions proposées. 

Soient les fractions égales 

a_^_a^_ 
• b'^b'^b"'^ 

En désignant pai' q la valeur de chacune d'elles, on a 



: = î^ y = ^> V^-^> 



ou 

a=ibqf a=rb'q^ a'' = b^'qy 

Si Ton ajoute ces diverses égalités membre à membre , il 

vient 

ei4.a' + a"+ = [b+V+b''+ )?, 

tfoù 

a + à'+a''+ _ 

b + b'+b"+ ~^' 
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Corollaire I. Lorsqu^on a plusieurs fractions égales^ si, 
après avoir multiplié les deux termes de chacune d'elles par 
une même quantité^ on ajoute les numérateurs et les déno* 
minateurs^ on forme une nouvelle fraction égale à chacune 
.de sfraciions proposées. 

Soient les fractions égales 

Si Ton multiplie les deux termes de la première par m, 
ceux de la Seconde par m\ , on obtient des fractions 



ma m^a' m"a" 



mb m'U m"b" 

égales respectivement aux fractions proposées, et par con- 
séquent égales entre elles. Donc la nouvelle fraction 

ma + mV + mV+ 

mb + m'b''\'m''ir+ 

est aussi égale à chacune des fractions proposées. 

CoROLLÂU^E II. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales^ lu 
fraction qui a pour numérateur la racine carrée de la somme 
des carrés des numérateurs^ et pour dénominateur la racine 
carrée de la somme des carrés des dénominateurs ^ est égale 
à chacune des fractions proposées. 

En effet les carrés deâ fractions égales 

b'^ b''^ b''"^ 

sont des fractions égales 

^« — ^/i — j//. • 

En vertu du théorème précédent,.on a 

a^^a^^^^^t^ _fl« 

ô«+6'«+6"»+ ~6^^ 
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si l'on prend la racine carrée, il vient 

^b*^b'^+b''*+ ^ ^' 

Exemplei. 

1* Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, connaissant le périmètre. 

Appelons a et 6 les deux côtés du rectangle donné , ap le 
périmètre donné, a? et y les deux côtés du rectangle ch^ché. 
On a les rapports égaux 

En ajoutant les numérateurs et les dénominateurs , on 
forme la fraction égale 

^ + y __ P 

on a donc 

X y p . 

d'où l'on déduit, en égalant chacune des deux premières 
fractions à la troisième, 

_^ joa pb 

2° Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, connaissant la diagonale d. 
Si l'on applique la corollaire II aux deux fractions égales 

X y 

Z'^b' 

on forme la fraction égale 
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On a donc 

d'où l'on déduit 

da db 



3" Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, conduisant l'excès e du demi-périmètre sur 
la diagonale. 
Les deux fractions égales 

a b 
donnent naissance aux deux fractions égales 

a + 6 ^a* + ô«' 

qui, à leur tour, produisent la fraction égale 



x + y—slx*+y^ 



a ^ 6 _ V^^*^6« a + ô _ y/a* -1- ô* 

On a donc 

f _y_ f 

a b a + b-^ s/aF+b"' 

d'où l'on déduit les valeurs de x et de y. 

Cseveiees «ar le Uvre r'. 

Question U Faire la multiplication 

(o» + ab + 5*){a— b). 

jR^pon^e ; le produit est a* — b^. 
Question II. Faire la multiplication 

(a« — a5 + 5«)(o-f *). 
Réponse: o^ + b*. 



EXERCICES. g| 

CuESTiON III. Faire la multiplicaUon 

Question IV. Faire la muliipiication 

ftcESTioN V. Faire la multiplicaUon 

Bépofue : _ 35^,5, ^ 9^,^, _ g^^, ^ ^^ 

QoESTiON VI. Faire la division 

„. 2a«— 3ob + 46«. 

Question VU. Faire la division - 

2a?»--3aa; + a« * 
Question VIII. Calculer 



Béponse : 

Question IX. Calculer 




126a»— 86» 



j jî 



«v 6a — 26 • 

^onte: 26a« + I0a6 + 46»., 

Question X. MalUplier le polynôme 

(a — 6}a;« -i-a^a-^ 6>— 06». 
^\, (a + 6>-a«. 

fiepon.^ ; (a« - h^x^ + a6(a - 6>« - (a* - û»6 + a«6« 4- a6»> + a»6». 
Question XI. Simplifier l'expression 



6a6 / c + d d\ 

3c-dV 4 "iy' 



néponte: f5. 

Question XII. Simplifier l'expression 

a^iH^ 
l+ab 



^ ^ 0(04-6)6 ' 
«<^owe; ., f,^ 



82 LIVRE I. — CHAP. V. 

Question XUI. Vérifier régalité 

(a« + V) (a'« -h 6'») — (oéi' + Wl* = (aV — ba')\ 

Question XIV. Vérifier l'égaUté 

(al + 5» + c«) (o'« + b'« + c'«) — {aa' + hh' + c^* 
= (Ob' - ba'l* 4- iH' — cb? + (ca' — ac')^. 

Question XV. Reconnaître dan» quel cas a'^ — b» est divisible par 
aP — h<i. 

R^nse. 11 faut que les deux exposants m et n du dividende soient des 
équimultiples des deux exposants p et 9 du diviseur. 

Question XVI. Additionner les fractions 

(a--b)(<i— 4'*' (6-a)(b-c)'^ (c^aHc — &)' 



(a~.b)(a — c) ^ (b — a)(ô — c)^ (c — a)(c-b)' 
o« b« c^ 

{a'^h){a'-c) "^ (b--a) (&-:«} "^ (c-o)(c-^6)* 
08 6« c» 

(a-b)(a— c) ■*" [b^-^ayih — ê) "^ (T^IT^Tc^)' 

Aepon^e. Les deux premières sommes sont égales à zéro, la troisième à 
l'unité, et la quatrième ka + b + ç. 



•rT 



LIVRE IL 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



CHÀPITBE PREMIER. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



Difinitions. 

77. Une identité est une égalité évidente par elle-même, 
comme 

Une éqwitUm est une égalité dans laquelle entrent une 
ou plusieurs lettres désignant des quantités inconnues. 

Rèsimdre des équations, c'est trouver les valeurs des in^ 
connues qui satisfont aux équations proposées, c'est-à-dire 
qui rendent égaux les deux membres de chacune d'elles. Si 
Ton remplace les inconnues par leurs valeurs, les équations 
deviennent des identités. 

On dit que deux équations sont équivaUnleSi lorsque 
toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'une satis- 
font à l'autre et réciproquement. 

Deux systèmes d'équations simultanées sont équivalents^ 
lorsque toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'un 
àatisfont à l'autre et réciproquement. 

Il est clair que, dans la résolution des équations, on peut 
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remplacer une équation par une équation équivalente, un 
système d'équations par un système équivalent. 

78. On appelle degré d'une équation la plus grande 
somme des exposants de toutes les inconnues dans un 
même terme. Ainsi les équations 

5a: — 7 = 24 + 2^', 
7^ + 6y = 4o, 

sont du premier degré. Les équations. 

4a?*— 7y=i5, 

5x — 3y = 3a?y — 3, 

sont du second degré; dans cette dernière le terme 20^ est 
du second degré par rapport aux deux inconnues x et y. 

On a classé les équations d'après leurs degrés. Nous nous 
occuperons d'abord des équations du premier degré. 

Résolution d'une équation du premier degré 
à une inconnue. 

79. La résolution d'une équation du premier degré à une 
inconnue dépend de principes très-simples dont nous avons 
déjà parlé dans l'introduction (n'* 7 et 8) et que nous allons 
exposer avec plus de détail. 

Théorème I. 

« 

Si aux deux membres S une équation on ajoute une même 
quantité^ ou si des deux membres on retranche une même 
quantité^ on transforme cette équalion en une autre équiva- 
lente. 

Appelons A et B les deux membres de l'équation propo- 
sée, qui sera ainsi représentée par • 

A = B, 
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et, afin de simplifier, supposons qu'elles ne contiennent qu'une 
seule inconnue x. Une solution de cette équation est une 
valeur de a: qui rend les deux expressions algébriques A et B 
égales entre elles. En ajoutant aux deux membres la même 
quantité C , nous formerons une nouvelle équation 

équivalente à la proposée. En effet, toute valeur de â(, qui 
satisfait à la première équation, satisfait aussi à la seconde; 
car, si aux deux quantités égales A et B on ajoute la même 
quantité C, on obtient deux quantités égales A + C et 
B + G. Réciproquement, toute valeur de x\ qui satisfait à la 
seconde équation, satisfait aussi à la première; car, si des 
deux quantités égales A + G et B + C on retranche la même 
quantité C , on obtient deux restes égaux A et B. Les deux 
équations, admettant les mêmes solutions, sont donc équi- 
valentes. 

On démontrerait de la même manière qu'en retranchant 
une môme quantité C des deux membres de l'équation pro- 
posée, on forme une nouvelle équation équivalente 

A — C = B — G. 

80. GoROiXAiRfi L Un terme quelconque Xune équation 

peut être écrit dans Vautre membre avec un signe cofitraire. 

Soit l'équation 

6x — 7 = i3 + 2ar. 

Si nous ajoutons 7 aux deux membres, l'équation devient 

6x=i3 + ax+7; 

le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, 
est passé dans le second membre avec le signe +. De 
même, si nous retranchons 2X des deux membres, l'équa- 
tion devient 

&r— 20:=; i3 + 7; 
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le terme «^, qui avait le signe + dans le second membre^ 
est passé dans le premier avec le signe -^. 

81. Corollaire IL On peut changer les signes de tous les 
termes S une équation. Soit l'équation 
10 — 3a: = 5a: — 6. 

Si Ton fait passer dans le second membre tous les termes 
du premier et réciproquement, cette équation devient 

— 5a?-[-6 = -^io + 'oxy 

OU, en trjtnsposant les deux membres, 

-- 10 + 5a: =? — 5a: + 6. 

Théorème II. 

S2f Si Von multiplie ou si Von divise les deux membres 
d'une équation par une même quantité ne renfermant aucune 
inconnue^ on transforme cette équation eh une équation équi- 
valentet 

En vertu du théorème précédent, nous pouvons supposer 
que Ton a fait passer tous les termes de Téquation dans le 
premier membre, de sorte que, si nous appelons A ce pre- 
mier membre, l'équation sera représentée par 

A = 0, 

Une solution de cette équation est une valeur de x qui rend 
l'expression algébrique A égale à zéro. En multipliant tous 
les termes de cette équation par un nombre donné m , nous 
formerons une nouvelle équation 

équivalente à l'équation proposée. En effet, toute valeur de 
xt qui satisfait à la première équation satisfait aussi à la 
seconde; car, si la quantité A est nulle, le produit de cette 
quantité "par le nombre m est aussi nul. Réciproquement, 
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toute valeur de œ qui satisfait à la seconde équation satis- 
fait aussi à la première ; car, si le produit mk est nul, il faut 
que l'un des deux facteurs le soit; mais le nombre donné m 
n'est pas nul ; donc l'autre facteur A est nécessairement nul. 
Les deux équations, admettant les mêmes solutions, sont 



De même, si Ton divise tous les termes par un mènip 
nombre m, on transforme l'équation proposée en une autre 

A_ 

m 
équivalente. 

83. Remarque. Pour la rigueur du ndsonnement, il im- 
porte que le multiplicateur m ne soit ni nul ni infini, et 
pour cela il faut que ce multiplicateur ne contienne- pas 
l'inconnue. Supposons, par exemple, que l'on ait multiplié 
par X — 2 ; l'équation 

(x — 2)A = o 

admet bien toutes les solutions de T équation A = o; mais 
elle admet en outre la solution a? = 2, qui annule le multi- 
plicatem-. Ainsi, la seconde équation n'est pas équivalente 
à la première, puisque, outre les solutions de la première, 
elle en admet encore une autre. 

On voit comment la multiplication par une quantité con- 
tenant l'inconnue introduit dans l'équation des solutions 
étrangères à la question. Quand une semblable opération 
sera nécessaire, on tiendra compte de cette circonstance, 
et parmi les solutions trouvées, on distinguera celles qui 
satisfont réellement à l'équation proposée. 

Au contraire, la division par une quantité contenant Tin- 
connue peut faire disparaître une ou plusieurs solutions de 
l'équation. 

84. Corollaire. On fait disparaître les âér^ominateurs 
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d'une équation en multipliant tom les (ermei de f équation 
par le plus petit multiple des dénominateurs* 
Soit l'équation 

Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 24. 

Si nous multiplions tous les termes de l'équation par 24, il 

est clair que les dénominateurs disparaissent; l'équation 

devient 

aia: — 18 = 4-1- loo?. 

Pour faire cette multiplication, on multiplie le numérateur 
de chaque terme par le quotient du plus petit multiple par le 
dénominateur, et Ton ôte ce dénominateur; ainsi nous avons 
multiplié les numérateurs par les quotients 3, 6, 4) ^ du 
plus petit multiple 24 par les différents dénominateurs. 

Si l'équation ne contient qu'un seul dénominateur, on 
multiplera par ce dénominateur. 

Si Ton éprouve quelque difficulté à trouver le plus petit 
multiple, on multipliera par le produit des dénominateurs, 
qui est un multiple commun. 

86. Nous pouvons énoncer maintenant la règle à suivre 
pour résoudre une équation du premier degré à une incon- 
nue : 1*" on chasse les dénominateurs s'il y en a; 2*" on fait 
passer les termes inconnus dans le premier membre^ les 
termes connus dans le second membre^ et fon réduit les uns et 
les autres; S"* enfin on divise par le coefficient de Vinconnue. 

Reprenons l'équation 

^x 5 * I 5x 

T ~ 4 "" 6 "*" 12* 

Chassons d'abord les dénominateurs, cette équation de- 
vient 

2iar— 18=4+ loar. 



- I 
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Ensuite, faisons passer les termes inconnus dans le pre- 
mier membre, les termes connus dans le second, nous 

avons 

2iar — iox = 4+ 18, 

ou, en réduisant, 

iia; = 2a. 

Enfin, divisons par 1 1 , il vient 

sa 

11 

On voit que la méthode consiste à transformer l'équation 
proposée en une série d'équations équivalentes, jusqu'à ce 
que l'on arrive à une équation de la forme x = 2. Mais cette 
dernière équation est évidemment satisfaite, si l'on donne à 
l'inconnue la valeur 2, et ne l'est par aucune autre valeur ; 
donc l'équation proposée, qui est équivalente à cette der- 
nière, admet la solution j;= 2 et n'en admet aucune autre. 

86. Considérons encore l'équation 
X aa? 

que nous avons déjà résolue (n* 9). Les deux dénominateurs 
étant premiers entre eux, leur plus petit multiple est leur 
produit; on multipliera donc par 12, ce qui donne 

3j: + 84=8a?— 36. 

On en déduit, par la transposition des termes, 

3a? — Sx =—56— 84, 
— 5a7= — lao, 

et, en changeant les signes des deux membres, 

5â?=iao, 
d'où 

lao 
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Résolution de deux équations du premier degré à deux 
inconnues, 

87. Si Ton n'avait qu'une équation à deux inconnues 
X et y, l'équation admettrait une infinité de solutions ; car 
on pourrait donner à x une valeur quelconque, et il en ré- 
sulterait pour y une valeur correspondante. La cpiestion 
serait donc indéterminée. 

Soit, par exemple, l'équation 

qui, résolue par rapport à y, devient 

5x^g 

Si l'on donne à â;les valeurs s, 3, 4« m on trouve pour 

y les valeurs |, 2, ^ Ainsi l'équation est satisfaite par 

les systèmes de valeurs 

X = a, .y = I' 

«S5: 5, .y « », 



Chacun d'eux constitue une solution de l'équation proposée 
et il y en a une infinité. 

Les théorèmes I et II, et les transformations qui en résul- 
tent, sont vrais d'une manière générale et s'appliquent à une 
équations à plusieurs inconnues. Mais alors il faut entendre 
par équation équivalentes deux équations qui admettent 
le^ mêmes solutions en nombre infini. 

Si l'on a deux équations simultanées à deux inconnues, 



! 
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rindétermination disparaît ; on ne peut plus prendre x ar- 
bitrairement; car il faut que les valeurs de a? et de y satis- 
fassent à la fois aux deux équations. 

88. Parmi les diverses méthodes employées pour effec- 
tuer cette résolution, Tune des meilleures et des plus usi- 
tées est celle dite de substitution. Nous l'avons déjà fait 
connaître dans l'introduction (n° 21). Elle consiste à tirer 
de Vune des deux équations proposées la valeur de Vune des 
inconnues comme si Vautre était connue^ et à substituer cette 
valeur dans Vautre équation ; on obtient ainsi une équation 
à une inconnue que l'on résout par le procédé ordinaire. 

Soient les deux équations simultanées 

(1) 5x— 3y= 9, 

(a) 7a:+iiy = 45, 

que nous numérotons, afin d'abréger le discours. De la pre- 
mière tirons la valeur de y, comme si la valeur de x était 
connue, nous avons 

(3) 

Substituons cette expression à la place de y dans la seconde 
équation, nous obtiendrons une équation à une inconnue 

(4) 7X+ 11^ = 43. 

Cette équation, résolue par le procédé habituel, nous donne 
a; =3. En portant c^tte valeur dans l'expre^ion (3) de y, 
nous trouvons y = a. Telles sont les valeurs des deux in- 
connues. 

89. Il est aisé de voir que cette méthode remplace le 
système des deux équations proposées (1) et (2) par le sys- 
tème équivalent des deux équations (5) et (4). En effet, 
nous remarquons d'abord que l'équation (5) n'est autre que 
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l'équation (i) transformée. Si donc, pour certaines vaÈBurs 
de X et de y, les équations (i) et (2) sont satisfaites, l'équa- 
tion (3), qui est la même que Téquation (i), le sera évi- 
demment, et aussi l'équation (4), qui ne diffère de l'équa- 
tion (2) qu'en ce que la quantité y a été remplacée par 

une quantité égale — ^^. Réciproquement, si, pour cer- 

taines valeurs de x et de y, les équations (3) et (4) sont sa- 
tisfaites, l'équation (1), qui est la même que l'équation (3), 
le sera évidemment, et aussi l'équation (2) qui ne diffère 

de l'équation (4) qu'en ce que la quantité — ^—2 a été 

remplacée par la quantité égale y. Les deux systèmes 
d'équations admettent donc les mêmes solutions, et par 
conséquent sont équivalents. 
Mais l'équation (4) , transformée, devient 

a? = 3. 

On peut donc remplacer le système proposé par le système 

équivalent 

ffT\ Sx— g 

(3) » = -3— ' 

(5) x = 5. 

L'équation (5) n'est satisfaite que par la valeur aj = 3; 
pour satisfaire en même temps à l'équation (3), il faut 
donner à y la valeur 2. Ainsi ce dernier système d'équa- 
tions, et par conséquent le système proposé, admet la solu- 
tion a? =3, y=2, et n'en admet pas d'autre. 

Exemples. 

90. Dans la pratique, on profitera de toutes les circon- 
stances qui permettent de simplifier le calcuL 
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1*" Résoudre les deux équations 

5y -j- 4^ = ^^' 
Les deux coefficients de a^ étant les mêmes, on tirera de la 
première équation la valeur de x^ 

yy— a 

l'on substituera dans la seconde, ce qui donne 

*y + *^^ = "- 

e dénominatem- 4 disparaît de lui-même, et l'équation 
s'écrit plus simplement 

d'où l'on déduit 

et, en portant cette valeur dans l'expression de op, 

x = 5. 

2"" Résoudre les deux équations 

17a: — ioy=ii, 
iSx — 5,y= 19. 

Le coefficient de y, dans la première équation, étant un 
multiple de coefficient de y dans la seconde, on tirera de 
celle-ci la valeur de y 

que l'on substituera dans la première, ce qui donne 

iZx — 10 
lyx — 10 — 2=11. 

OU, plus simplement, 

17a? — 2(i3ar — 19) = II. 
On en déduit 

x=5, y = 4. 



S'» R^oudre les équations 

Les deux coefficients de x ayant un conunun diviseur» de là 
première équation on tirera 

x^ 8 ' 
et Ton substituera dans la seconde, ce (pii donne 

Si Ton divise par 4 les deux termes de la fraction, cette 
équation se simplifie et devient 

On en déduit 

Résolutions de trois équations du premier degré à trois 
inconnues. 

91; La marche à suivre est toujours la même : de Vune 
des trois équations proposées on tirera la valeur de Tune 
des inconnues^ comme si bs valeurs des deu^ic autres étaient 
connues t et Von substitt^era cette valeur dans les dmoc autres 
équations. On obtiendra ainsi deux équations à deux incon- 
nues que Ton résoudra par le procédé indiqué précédem- 
ment. 

Soient les trois équations 
(i) 5y — 7a? + 32=: 4, 

(2) 4a? + gy— 52r:±r5o, 

(3) 2X — 3y + 6z= 1. 

Si de la première on tire 

(4) ,^kt2pÈM^ 
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et« que Ton substitue dans les deux autres, on a les deux 
équations à deux inconnues 

(5) 4- + 9y'-5i±^=5o, 

(6) ,:,_3y + 6*+'^-^y- • 



3 '^ 

qui simplifiées, deviennent 

i3y — i6r:=5 7, 
La question est ramenée ainsi à la résolution de deux 
équations à deux inconnues* SI de la dernière on tire 

(7) y=—i^' 

et que l'on substitue dans la précédente, oa a Téquallon à 
une inconnue 

(8) 5a ' — a3a? = 1 lo, 

ou, plus simplement, 

4(7 + i6^) — aSa: =110. 
Cette dernière équation, résolue, donne a? =2. Portant 
cette valeur dans l'équation (7), on en déduit y = 3; por- 
tant ces deux valeurs dans l'équation (4), on a enfin 5 = 1. 
Telles sont les valeurs des trois inconnues. 

92. Il est aisé de voir que la méthode transforme le sys- 
tème des trois équations proposées dans le système équiva- 
lent des trois équations (4), (5) et (6). En effet, Téqua- 
tion (4) est la même que l'équation (i), et Ton déduit les 
équations (5) et (6) des équations («) et (5) en remplaçant :; 
par une quantité égale, ou réciproquementi 

Mais le système des deux équations (Si) et (6) p€»t être 
remplacé à son tour par la système équivalent des deux 
équations (7) et (8), et cette dernière, résolue, devient 
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a? = 2. Ainsi, le système des trois équations proposées est 
transformé dans le système équivalent 

(4) ,= 4±Ezi2, 

(7) y=-7r-> 

(9) ^=a. 

La dernière équation n'est satisfaite que par la valeur « = 2 ; 
pour satisfaire en même temps à la seconde, il faut donner 
à y la valeur 3, et pour satisfaire à la première, il faut 
donner à z la valeur 1. Ainsi ce dernier système, et par 
conséquent le système proposé, admet la solution 

et n'en admet pas d'autre. 

Exemples. 

93. Dans chaque cas particulier, on dirigera les calculs 
de manière à les simplifier autant que possible. 
1"* Résoudre les trois équations 

^+ y+ «= 6, 
aî + 2y + 52= 10, 
« + 4y +9^=20. 

Si de la première on tire 

x = 6-\ — y — jj, 
et que l'on substitue dans les deux autres, on a les deux 
équations à deux inconnues 

6 — y— z-j-ay + 5^= *<>> 
6 — y— z + 4y+9«=ao, 

qui, simplifiées, deviennent 

y+2Z= 4, 

5y + 8«= 14. 
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On résoudra ces deux équations en tirant de la première 

et, substituant dans la seconde, ce qui donne 

3(4— az) + 82=14, 
d'où 

z= 1. 

Portant cette valeur dans l'expression de y, on trouve y=2 ; 
portant ces deux valeurs dans l'expression de a?, on a,a?= 3. 
2** Résoudre les trois équations 

5a; — 7y = a, 
4y — 3z = 1, 

aar — z = y. 

Les trois inconnues n'entrent pas dans chacune des trois 
équations et le calcul est plus simple. Si de la troisième 
équation on tire 

Z = 2X — ^, 

et que l'on substitue dans la seconde, on a 

4y — 3(2x — 7)=i, 
plus simplement 

6x — 4y = 20, 
ou 

3a? — ay = iQ- 

Cette équation, jointe à la première qui ne contient pas z, 
forme un système de deux équations à deux inconnues 

5x — yy = 2, 
3x — ay = 10. 

Si de la dernière on tire 

ZX — 10 

et que l'on substitue dans la précédente, on a l'équation à 

une inconnue 

Zx — 10 
5x — 7 = 2. 
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Ou déduit de là . 

a? = 6, y=^4> 2 = 5. 
3*» Résoudre les trois équations 

8j; — 3y = 47, 
Zx + 2y — 2Z = 19, 
2j; + 5^ "^ 3y = 17. 
Si df^ la. seconde équation on tire 

3ar+ay^i 9 

z= ^ , 

et que Ton substitue dans la troisième, on a l'équation 

, _3a? + 2y— 19 _ 
a^+5 ^ ^— 3y=i7, 

qui, simplifiée, se réduit à 

i3a; = 9i. 

Cette équation donne immédiatement a? = 7. La valeur de 
X étant connue, on tirera de la première équation y =3; 
en portant ces deux valeurs dans l'expression de z, on aura 

Résolution d'un nombre quelconque d'équations 
du premier degré. 

94. La méthode de substitution ^ que nous avons employée 
pour deux et pour trois équations, s'applique sans difficulté 
à un plus grand nombre d'équations. Supposons que Ton 
ait à résoudre n équations à n inconnues. De la première 
équation on tirera la valeur de la première inconnue que l'on 
substituera dans toutes les autres équations^ ce qui donnera 
n — 1 équations à n — 1 inconnues, qui , jointes à la pre- 
mière, formeront un système équivalent au système proposé. 
De la seconde équation de ce second système, on tirera de 
même la valeur de la seconde inconnue que Ton substituera 
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dans toutes les suivantes ; et le système proposé sera trans- 
formé en un système équivalent composé, d'une équation à n 
inconnues, d'une an — i inconnues, etde n — a équations 
an — 2 inconnues. On continuera de la même manière jus- 
qu'à ce que l'on arrive à une équation à une inconnue, et 
alors le système des n équations sera transformé en un sys- 
tème équivalent de n équations, contenant, la première les 
n inconnues, la seconde n — i , la troisième n — 2 ,. . . , enfin 
la dernière une seule inconnue. De cette équation, on dé- 
duira la valeur de la dernière inconnue, et en remontant de 
proche en proche , on trouvera successivement les valeurs 
de toutes les inconnues. 

Appliquons cette méthode à la résolution de quatre équa- 
tions à quatre inconnues. 

/ X — ay 4- z — 3m =1, 
\ 7y — 20? — 4z + i2tt = 4, 



(i) 



i 3j:4- y — 52+ w = 9, 
\ az — X — y + ^u = 6. 



De la première équation tirons la valeur de a?, substi- 
tuons-la dans toutes les autres et simplifions, nous trans- 
formerons le système des équations proposées en un autre 

équivalent 

/ x=i + 2y — - + 3m, 

\ 5y — 22 + Cm = 6, 
^^^ j 7y - 6z + lou = 6, 

\ 3z — 32/ + 4" = 7« 
De la seconde équation de ce second système tirons la 
valeur de y et substituons-la dans les deux suivantes, nous 
obtenons le troisième système 

x=:i 4-2y — «-|- 3m, 
_ 6 + az — Cm 
(3) (y- 3 ^ 

3 -f 5m = 6, 

s + lOM = l3. 
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Si de la troisième équation de ce troisième système nous 
tirons la valeur de z pour la substituer dans la dernière 
équation, nous arriverons enfin au système 

X = 1 + 2y — z + 3w, 

(4) \^^ 3~~' 

z = 6 — 3w, 
w = 1. 

En remontant de proche en proche, on trouve 
♦ w = i, z=3, yî=2, x = 5. 

Exemples. 

95. Dans un grand nombre de cas, on abrège beaucoup 
les calculs en dirigeant convenablement les substitutions. 
1" Résoudre les cinq équations à cinq inconnues 

y 4- aar = 4, 

u -|- 4^ = i6, 

r -|- 5m = 20, 

^+ y-p 2 + w + i; = i5. 
On tire de la première 

y == 4 — 2x ; 
de la seconde, en y remplaçant y par sa valeur, 

z = 6a; — 3; 
de la troisième, en y remplaçant z par sa valeur, 

^=28 — 24a;; 
de la quatrième, en y remplaçant u par sa valeur, 
t;=i2ox — ii5. 

Les quatre inconnues y^ z, 11, v sont exprimées ainsi au 
moyen de x; si Ton substitue ces valeurs dans la cinquième 
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équation, on obtiendra une équation à une seule inconnue 

101â?=:i0l9 

d'où 

x= 1, 

En portant cette valeur de x dans les expressions précé- 
dentes, on trouve 

a"" Résoudre les quatre équations à quatre inconnues 

a: + 5z = 29, 
3y — aa: + w = 5, 
4m — 3r = i3, 
9^ — 7y — 2tt = 8. 

Si de la première et de la troisième on tire 

a? = ag — 5z, 

i3 + 3z 

et que Ton substitue ces valeurs dans les deux autres, on 
aura deux équations à deux inconnues 

iay + 43z==a39, 

Si de la première de ces deux équations on tire 
_ aSg — 43z 

^~ 12 ' 

et que l'on substitue dans la seconde, on obtient une équa- 
tion à une inconnue 

a57Z= ia85, 
d'où 

z=5. 

En portant cette valeur dans les expressions précédentes 
on trouve 

y = 3, tt = 7, Jî = 4. 
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Combinaison des équations. 

96. Souvent une combinaison des équations proposées 
facilite beaucoup la résolution. Exemples : 

r Trouver deux nombres, connaissant leur somme a et 
leur différence 6. 

En appelant x et y les deux nombres cherchés, on a les 
deux équations 

Ajoutons ces deux équations membre à membre, nous 
aurons 

dou x= . 

Retranchons la seconde équation de la première, nous 
aurons de même 

2*' Trouver quatre nombres, connaissant leurs sonunes 
trois à trois. On aura à résoudre les quatre équations 

s + w + a: = ô, 
M 4- a? + y = c, 
^ + y + 2 =d. 

En ajoutant ces quatre équations membre à membre, on a 
d'où l'on déduit la somme des quatre inconnues 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
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chacune des équations proposées, on trouve immédiatement 
le3 valeurs des inconnues 

X :=, — ! • ' — —a, 

3 ' 

« + * + ^+^_ft^ 



3 
z= 5 c. 



3* Trouver quatre nombres, connaissant l'excès de la 
somme de trois quelconques d'entre eux sur le quatrième, 
on aura à résoudre les quatre équations 

En ajoutant ces quatre équations, on a l'équation 

23? + 2y + 22 + 2W == a + 6 -f c -[- ^* 
d'où l'on déduit la somme des inconnues 

â + ft + c + d 
a? + y + « + «:= ' '♦ 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
chacune des équations proposées, on trouve 



25? 



a+b+c+d 



a+b+€+d . 
2y = ' ! é. 



Xz 



104 LIVRE II. — CHAP. 1. 

d'où 



4* Résoudre les quatre équations 

ar + ay + 3z + 4w = û, 
y + a^ + 3w + t\x = i, 
z + 2M + 3a? + 4y = ^» ' 

M -f- î*^ + 3y + 4^ = rf* 

En ajoutant ces quatre équations, on obtient une équa- 
tion 

10X+ ioy4'*o2 + iow = a + * + ^ + ^^ 

qui donne la somme des quatre inconnues 

Pour abréger, nous désignerons par la lettre m le second 
membre qui est connu. 

En retranchant la seconde équation de la première, la 
troisième de la seconde, la quatrième de la troisième, la 
première de la quatrième, on obtient les équations 

y + z -{- u — 3x=a — b, 
2 + ** + ^ — 3y = é — c, 
tt + ^+y — 3z=c — d, 
x+y + 5? — 5u z=zd — a. 

Mais nous avons trouvé 

Si donc de cette dernière équation on retranche chacune 
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des précédentes, on obtient les valeurs des inconnues 

m — « + b 



x = • 



y= 



4 ' 

m — b + c 



4 ' 
m — c + d 

m — d+Q 

« = -T— 

97. La méthode dont nous venons de faire quelques ap- 
plications repose sur le théorème suivant, dont on se sert 
fréquemment en mathématiques, 

Théorème III. Étant données plusieurs équations^ on peut 
remplacer Vune d'ellesparT équation que V on obtient en ajoutant 
ou en retranchant les équations proposées membre à membre. 

Considérons d'abord deux équations 

(i) A = o, 

(2) B = o, 

que Ton peut toujours mettre sous cette forme, en faisant 
passer tous les termes dans le premier membre. Si on les 
ajoute membre à membre, on forme une nouvelle équation 

(3) A + B = o, 

qui peut remplacer l'une des équations combinées , par . 
exemple la deuxième, et le système des deux équations 

(i) A=o, 

(3) A + B = o 

sera équivalent au système des deux équations proposées. 
En effet, si, pour de certaines valeurs des inconnues, les 
équations (i) et (2) sont satisfaites, l'équation (3) le sera 
aussi ; car les deux quantités A et B devenant nulles, leurs 
somme A + B est aussi nulle. Réciproquement, si les deux 
équations (1) et (5) sont satisfaites, l'équation («) le sera 
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aussi; car la somme A + B étant nuUe^ ainsi que la pre- 
mière partie A, il est nécessaire que la seconde partie B le 
soit aussi. Les deux systèmes , admettant les mêmes solu- 
tions, sont équivalents. 

De même si, au lieu d'ajouter, on retranche les équa- 
tions membre à membre, on obtient un système 

A = 0, 
A — B = o, 

équivalent au système proposé. 

98. Corollaire, Avant d'ajouter ou de retrancher les 
équations proposées, on peut multiplier les deux membres 
de chacime d'elles par un nombre arbitraire; car on sait 
que, lorsqu'on multiplie tous les termes d'une équation par 
un même nombre, l'équation reste équivalente à elle-même. 
Si donc, avant d'ajouter, nous multiplions la première équa- 
tion par m, la seconde par n, nous obtiendrons Ife système 

A = o, 

wA -f- wB = o, 

équivalent au système proposé. 

Ceci donne le moyen d'éliminer une inconnue entre deux 
équations ; il suffit pour cela de multiplier les deux équa- 
tions par des nombres telg, que les deux coefficients de l'in- 
connue qu'on veut éliminer deviennent égaux entre eux, 
puis d'ajouter ou de retrancher, suivant qu'ils ont des signes 
contraires ou le même signe. 

Soient, par exemple, les deux équations 

9a? + 5y «aa 38. 

Si nous multiplions la première par 5, la seconde par 8, ces 
deux équations deviennent 

SSa? — i5y= 5o, 
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Si maintenaiit on ajoute membre à membre, rincomme y 
disparaît, et l'on obtient une équation à une inconnue 

d'où 

En remplaçant x par sa valeur dans Tune des deux équations 
proposées, et résolvant par rapport à y, on trouve y = 4* 

Ce procédé d'élimination, que l'on appelle méthode de rë- 
duction au même coefficient, réussit toujours quand on multi- 
plie la première équation par le coefficient de l'inconnue 
qu'on veut éliminer dans la seconde équation, et la seconde 
équation par le coefficient de la même inconnue dans la 
première; car, après cette opération, l'inconnue dont il s'a- 
git a dans les deux équations un coefficient égal au produit 
des deux coefficients primitifs. Mais il suffira, si l'on aper- 
çoit aisément le plus petit multiple des deux coefficients, de 
rendre ces deux coefficients égaux à ce plus petit multiple. 

Soient les deux équations 

to — i3yï= 17. 

On voit de suite que les deux, coefficients de x ont pour 
plus petit multiple 12; pour éliminer a;, on multipliera la 
première équation par 3, la seconde par 2 ; les deux équa- 
tions deviennent 

i2a?-|-aiy=8i. 

i2X — 26^=34. 

Puis on retranchera la seconde équation de la première, ce 

qui donne 

47y=477 
d'où 

y= 1. 

En portant cette valeur de y dans la première équation et 
résolvant, on trouve aï == 5. 



108 LIVRE II. — CHAP, I. 

99. Le théorème que nous avons démontré s'étend sans 
difficulté à un nombre quelconque d'équations. 
Soient les trois équations 



(0 


A = 0, 


(2) 


3=0, 


(3) 


C = o. 



Si on les ajoute membre à membre, on forme une nouvelle 
équation 

(4) A + B + C = o, 

qui peut remplacer l'une des équations combinées, par 
exemple la troisième, et l'on obtient ainsi un système 



(•) 


A=:0, 


(^) 


^=0, 


(4) 


A4.B + C=o, 



équivalent au système proposé. 

11 est évident en effet que, lorsque les trois équations (i), 
(2), (3) sont satisfaites, l'équation (4) Test aussi, et que 
réciproquement, lorsque les équations (1), (a), (4), sont 
satisfaites, l'équation (3) l'est pareillement. 



CHAPITRE IL 

UTIUTÉ DES QUANTITÉS NÉGATIVES DANS LA RÉSOLUTION 
DES PROBLÈMES. 



100. Nous avons dit (n* 33) qu'un polynôme indique 
une série d'additions et de soustractions à effectuer, et 
nous avons appelé quantités positives les quantités à ajouter, 
quantités négatives les quantités à retrancher. Un polynôme 
se résumant finalement en une quantité à ajouter ou à re- 
trancher, il a, dans le premier cas une valeur positive, dans 
le second cas une valeur négative. 

Nous avons généralisé les opérations algébriques de ma- 
nière à les appliquer indistinctement aux polynômes, soit 
positifs, soit négatifs, et nous avons étendu les mêmes 
règles ou défmitions aux termes considérés isolément, ce 
qui permet dans les calculs de remplacer les polynômes par 
leurs valeurs. Il est résulté de là un perfectionnement no- 
table dans le mécanisme du calcul et dans la transformation 
des expressions algébriques, en ce sens que toute restric- 
tion a disparu, et qu'il n'y a pas à s'inquiéter de savoir si les 
valeurs des polynômes sur lesquelles on opère sont posi- 
tives ou négatives. 

La considération des quantités positives ou négatives 
n'est pas moins utile dans la résolution des problèmes. Elle 
permet, comme nous le verrons, de comprendre dans les 
mêmes équations, et par suite dans les mêmes formules, les 
différents cas d'une même question. 

101. Problème I. Un mobile^ partant d* un point donnée 
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parcourt sur une droite successivement plusieurs longueurs 
données. On demande à quelle distance il se trouve finalement 
du point de dépUrt. 

La question présente plusieurs cas différents, suivant que 
chacune des longueurs est parcourue dans un sens ou dans 
r autre. Lorsque toutes les longueurs sont parcourues dans 
le même sens à la suite les unes des autres, elles s'ajoutent 
évidemment; si donc on appelle a, 6, c, d ces diverses 
longueurs que, pour préciser, nous supposerons au nombre 
de quatre, et x la distance à laquelle le mobile se trouve 
finalement du point de départ, on aura la formule 

Grâce à la considération des quantités positives ou néga- 
tives, cette formule peut être étendue k tous les autres cas. 
En effet, soit le point de départ du mobile sur la droite 
donnée ; prenons vers la gauche un point K situé à une dis- 
tance arbitraire m du point 0, mais assez grande pour que le 
mobile reste toujours à sa droite, et proposons^nous d'éva- 



luer à chaque instant la distance du mobile à ce point fixe K . 
Au moment du départ, le mobile est en 0, à la distance m 
du point K; il parcourt ensuite diverses longueurs OA, AB, 
BC, CD dans un sens ou dans l'autre ; il est clair que chaque 
longueur parcourue de gauche à droite, l'éloignant du 
point K , devra être ajoutée, et par conséquent regardée 
comme positive, et que chaque longueur parcourue en sens 
contraire, c'est-àrdire de droite à gauche, le rapprochant 
du point K , devra être retranchée, et par conséquent re- 
gardée comme négative. Si donc on représente par les 
lettres a, 6, c, d les longueurs donnée», affectées chacune 
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du signe + on du signe — , suivant qu elle est parcounxe de 
gauche à droite ou en sens contraire, la distance finale du 
mobile au point K sera exprimée par la formule 

Supposons maintenant que le mobile aille directement du 
point au point D, et désignons par x la longueur OD, 
affectée du signe + ou du signe — suivant qu'elle est par** 
courue de gauche à droite ou de droite à gauche, la dis- 
tance finale du mobile au point K sera exprimée aussi par 
m + X, On aura donc 

Si Ton retranche la quantité m de part et d'autre, il vient 

[i) x = a + b + c-\-d. 

Lorsque le polynôme aura une valeur positive, la distance a?, 
devant être ajoutée à m, sera comptée à partir du point 
vers la droite; lorsque le polynôme aura une valeur néga- 
tive, la distance a:, devant être retranchée de m, sera comptée 
à partir du point vers la gauche. 

Supposons, par exemple, que le mobile parcoure une 
première longueur OA de 5 mètres de gauche à droite, une 
seconde AB de 3 mètres en sens contraire, une troisième 
BG de 4 mètres de gauche à droite, et enfin une quatrième 
CD de 8 mètres en sens inverse; affectant chacune d'elles 
du signe convenable, on fera 

La formule générale (i) indique qu il faut faire la somme 
algébrique des quantitésreprésentées parles lettres a,6,c,d; 
or, on sait que l'addition algébrique consiste à écrire les 
quantités avec leurs signes ; on aura donc» en remplaçant 
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les lettres par leurs valeurs, 

jr = 5 — 3+4 — 8 = — a. 

Cette valeur — 2 signifie qu'il faut de la distance m retran- 
cher 2 mètres ; ainsi le point d'arrivée D sera à 2 mètres du 
point de départ vers la gauche. ^ 

102. Problème IL On connaît l'âge d'un père et celui de 
son fils, et Von demande à quelle époque Vàge du père sera 
ou a été triple de Vâge du fils. 

Appelons a l'âge actuel du père, b l'âge du fils, le rap- 
port actuel de l'âge du père 'à l'âge du fils est j. On sait 

que lorsqu'on augmente d'une même quantité les deux 
termes d'une fi-action plus grande que l'unité, la fraction 
diminue ; donc, si le rapport des âges est actuellement plus 
grand que 3, il arrivera un moment où il sera égal à 5; 
mais s'il est actuellement plus petit que 3, il a été autre- 
fois égal à 3. Ainsi la question présente deux cas bien dis- 
tincts, suivant que l'époque cherchée est dans l'avenir ou 
dans le passé. Dans le premier cas, il faudra ajouter aux 
âges actuels un certain nombre d'années ; dans le second 
cas, en retrancher un certain nombre d'années. Si donc on 
désigne par la lettre x ce nombre d'années, affecté du 
signe + ou^ du signe — , suivant qu'il doit être ajouté ou 
retranché, l'équation 

a+£_ 

conviendra à tous. les cas de la question. On en déduit la 

formule 

a — U 

x=z . 

2 

A l'inspection de cette formule, on reconnaît en effet que, 
si a est plus grand que 36, c'est-à-dire si l'âge du père est 
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actuellement plus grand que trois fois l'âge du fils, rincon- 
nue X a une valeur positive, et que, dans k cas contraire, 
elle a une valeur négative. 

Pour montrer une application de cette formule, supposons 
que le père ait 4o ans, le fils lo (n** 12). En remplaçant a 
et h par leurs valeurs, on trouve 

Cette valeur positive indique qu'il faut ajouter 5 ans aux 
âges actuels ; ainsi l'âge du père sera dans 5 ans triple de 
l'âge du fils. Et, en effet, à cette époque le père aura 45 ans 
et le fils i5, et 45 est bien le triple de i5. 

Supposons maintenant que le père ait actuellement 45 ans, 
le fils 17. La formule donne 

a:= — 3. 

Cette valeur négative indique qu'il faut retrancher 3 ans des 
âges actuels; ainsi l'âge du père était, il y a 3 ans, triple 
de l'âge du fils. 

103. Remarque I. Nous voyons par ce qui précède que 
certaines espèces de grandeurs sont susceptibles d'être 
comptées dans deux sens, inverses l'un de l'autre. Ainsi, 
partant d'un point quelconque, on peut marcher sur une 
ligne dans un sens ou dans le sens opposé. On regardera 
comme positives les longueurs parcourues dans un sens 
convenu (par exemple de gauche à droite si la ligne est ho- 
rizontale), celles portées en sens inverse comme négatives. 

On comprend bien la signification de ce double signe 
affectant les longueurs, si l'on imagine un point K très- 
éloigné vers la gauche (voyez n* 101), d'où l'on suppose 
pour un instant que l'on compte les distances ; la distance 
du mobile à cette origine fictive augmentera si la longueur 
est parcourue de gauche à droite, et dinunuera si elle est 
parcourue en sens contraire. 

8 



Le temps présente aussi deoii ^ns opposéi». Godlpté à 
partir d'un instant quelconque^M Ygû en descend le conrS) 

c'est-à-dire si Ton marche vers l'avenir* il Sf&ra naturelle- 
ment affecté du signe -f ; au contraire, si l'on remonte vers 
le passé, il sera affecté du signe — •* En effet, que l'on imu^ 
gine une origine fictive trè&*4"eculée> le temps, compté à 
partir de cette origine fictive, sera augmenté dans le pre- 
mier cas, diminué dans le second cas. Par exemple, dans 
les calculs qui se rapportent à notre siècle, lés astronomes 
ont coutume de compter le temps à partir du i^' jan- 
vier 1800; si Ton marche de 10 ans en avant ou en ar- 
rière, on aura un temps représenté par + 10 ou par — 10 ; 
et en effet, en rapportant à l'origine ordinaire qui est beau- 
coup plus reculée, savoir le commencement de l'ère chré- 
tienne, on aurait 

1800 -(-10 ou 1800^ — 10. 

Il en est de même des degrés de température marqués 
par le thermomètre. Les Français prennent pour ori^ne 
la température de la glace fondante; c'est là qu'est marqué 
le zéro. Au-dessus, les degrés sont positifs, au-dessous 
négatifs. Et, en effet, que l'on imagine une température 
plus basse que toutes celles que l'on aura à considérer, et 
que l'on compte les degrés à partir de ce point; à la gîace 
fondante correspondra un certain nombre de degrés m ; la 
température -f 5 , ou 5 degrés gu-dessus de o, signifie 
m + 5 ; la température — 5, ou 5 degrés au-dessous de 0, 
signifie m — 5. 

lOA. PaoBL&MÉ IIL Un mobile^ èe niouvant uniformément 
Mf une droite avec une vitesse donnée^ passs au point àun 
eertain instant Déterminer sa position à un instant quélr 
tonqueé 

En mécanique, on évalue ordinairement les longueurs en 
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mètres, Itè temps en secondes, et Ton appelle vitesse Ten^ 
pace parcouru par le mobile en une seconde. 

Supposons d'abord que le mobile marche de gaut^he à 
droite avec une vitesse «, et que Ton demande sa ][K)sltiotl 
t secondes après qu'il a passé au point 0. Le mobile par- 
courant a mètres par seconde, parcourt sa mètl*esisil s ise-^ 
coudes, 3a mètres en 3 secondes, en gén#ftl ai mètres ^ 
{ secondes; si donc on appelle œ la distance parcotiflié datis 
le teuaps U on aura l'équation 

'S; = at, 

et cette distance, portée à partir du point Vers la droite, 
nous donnera la position M du mobile au moment que Ton 
considère. 



Cette formule est géniale et con\ient à tous les cas dé 
la question^ si Ton affecte chaque quantité du signe coitre-» 
nable* On demande la position M du mobile, un temps quel*- 
conque après ou avant le moment où le mobile passe au point 
; désignons par t ce temps, considéré comme positif dans 
le premier cas, commç négatif dans le second cas, et par x 
la distance OM, affectée du signe -f- ou du signe — , suivant 
que le point M est à droite ou à gauche du point 0. La vi- 
tesse a sera elle-même positive ou négative, suivant que le 
mobile marche de gauche à droite ou en sens contraire ; car^ 
si Ton imagine les distances comptées à partir d'un point K 
très-éloigné vers la gauche, l'espace parcouru en une se- 
conde, ou la vitesse, devra être ajouté dans le premier cas 
et retranché dans le second cas. Concevons maintenant que 
l'on compte le temps à partir d'une époque sui&samment 
reculée, et soit G la position du mobile à cet instant (si la 
vitesse est positive, le point G est très-loin vers la gauche ; 
si elle est négative, il est au contraire trës4oin vers la droite). 



116 LIVRE IL — CHAP. II. 

Nous pouvons toujours supposer le point K , origine fictive 
des distances, situé à gauche du point G , et nous appellerons 
m la distance KG. Désignons par a le temps qui s'écoule de- 
puis l'origine fictive des temps, c'est-à-dire depuis le moment 
où le mobile est en G, jusqu'au moment où il passe au 
point 0; l'espace GO, parcouru pendant ce temps et affecté 
du signe convenable, est aa. Le temps qui s'écoule depuis 
cette même origine jusqu'au moment où le mobile vient en M, 
sera représenté par a -|- f , et l'espace parcouru GM , affecté 
du signe convenable, par a(a + i). Supposons que le mo- 
bile parte du point G, et parcoure successivement les che- 
mins acn et a?, ce qui l'amène au point 0, puis au point M, il 
sera finalement à une distance du point K marquée par 

m -|- aa + ^' 
Mais, le mobile arrivant au point M après le temps a -|- t , 
et par conséquent après avoir parcouru l'espace a(a-j-e) 
à parth* du point G, sa distance au point K est exprimée 
aussi par m+a{(f.+t); on a donc l'équation générale 

m + ûa-|- ar = m + û (a -{- ^), 
ou, plus simplement. 

Voici quelques applications de cette formule; 

1" Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse 
de 10 mètres par seconde; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point 0. On fera a= + lo, ^ = + 6, 
ce qui donne j; = + 6o. Ainsi le mobile sera à 6o mètres 
à droite du point 0, ce qui est évident à priori^ puisque le 
mobile marche vers la droite. 

2* Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse 
de 1 o mètres par seconde ; on demande où il était 6 secondes 
avant d'arriver au point 0. On fera a = + ^ o» ^ = — 6» d'où 
x= — 6o. Ainsi le mobile était à 6o mètres à gauche du point 0, 
ce qui est évident puisque le mobile vient de la gauche. 
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3° Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 
de 10 mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point 0. On fera a = — lo, f= + 6, 
ce qui donne x = — 60. Ainsi le mobile sera à 60 mètres 
à gauche du point 0; ce qui est évident, puisque le mobile 
marche vers la gauche. 

4** Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 
de 1 mètres par seconde ; on demande où il était 6 secondes 
avant d'arriver au point 0. On fera a= — 10, t = — 6 ; ce 
qui donne jî = + 60. Ainsi le mobile était à 60 mètres à 
droite du point 0, ce qui est évident, puisque le mobile 
vient de la droite. 

105. Problème IV. Deux mobiles^ se mouvant uniformé- 
ment sur une même droite , passent au même instant , le 
premier au point A, le second au points B. On connaît la 
vitesse de chacun d'eux. Trouver la position du point de ren- 
contre de ces deux mobiles. 

Cette question présente plusieurs cas différents, suivant 
qxie les mobiles se meuvent dans un sens ou dans l'autre, 
et que la vitesse du premier est plus grande ou moins 
grande que celle du second. 

Supposons d'abord que les deux mobiles marchent tous 
deux de gauche à droite, et que le premier, celui qui est à 
droite au point A, aille moins vite que le second qui est 
enB. 



La rencontre aura évidemment lieu en un certain point M 
à droite du point A. Appelons a la vitesse du premier mo- 
bile, b celle du second, d la distance BA, t le temps in- 
connu après lequel aura lieu la rencontre, a? et y les dis- 
tances AM et BM des points A et B au point de rencontre M. 
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Le premier mobile, pai'courant a mètres par seccmde, par- 
ccwra at mètres ep ^ secondes ; on a donc T équation 

(i) x = at; 

^6 même, le second mobile, parcourant 6 mètres par se» 
conde, parcourra bt mètres en t secondes, et Ton aura 

(2) y=bt. 

Mais la distance BM ou y dev^mt être égale à BA plus AM, on 
a la troisième é(|up.tion 

(3) y;5=:d + a?. 

On a ainsi trois équations à trois inconnues f, a?, y que 
Ton résoudra en substituant dans la troisième les valeurs 
de 0? et de y données par les deux autres. On en déduit les 
formules suivantes 

11 est aisé de voir que ces trois équations, et par suite les 
formules qui en résultent, conviennent à tous les cas de la 
question, si l'on affecte chaque quantité du signe convenable. 
D'après ce que nous avons dit précédemment, la vitesse de 
chacun des mobiles sera regardée comme positive ou néga- 
tive, suivant que ce mobile marchera de gauche à droite ou 
en sens contraire ; les distances x et y, comptées à partir des 
points A et B, seront positives ou négatives, selon qu'elles 
seront portées yers la droite ou yers la gauche; le temps t 
est lui-même positif ou négatif suivant que la rencontre a 
lif^u après pu avapt le moment où les deu^ mobiles passent 
aux points A et B» De cette manière, et en vertu de la fi^r- 
mule établie dans le numéro précédent, on voit que les équa* 
tions (1) et (2) conviennent k tous les cas de la question* Q 
eu e§t diç même <Je l'équation (3), si To» remarque qu'en 



QUANTITÉS NÉGATIVES. 119 

partant du point B on arrive au même point M, soit en par- 
courant la distance y, soit en parcourant successivement les 
distances d et x. 

106. Pour achever de fitmiliariser les élèves avec l'inter- 
prétation des quantités positives ou négatives, nous ferons 
eiy^ore quelques applications de ces formules. Supposons la 
distance BA égale à 120 mètres, c'»3t-à-dire d = 1*20. 

1* Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite, 
le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde, le 
second avec une vitesse de 10 mètres. On fera a = + 6, 
62= -f 10, ce qui donne 

/=-f3o, x=i8o, y = 3oo. 

Ainsi, la rencontre aura lieu après 3o secondes, à droite 
et à 180 mètres du point A. C'est le cas que nous avons 
examiné d'abord. 

2** Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite ; 
le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde , le 
second avec une vitesse de 4 mètres. On fera a=: + 6, 
6 = + 4 > ce qui donne 

120 
#3=:~*;^ — 6a, »=5= — 36o, w=— a4o. 
—2 

Ainsi la rencontre a eu lieu il y a 60 secondes, à gauche, 
et à 240 mètres, du point B. On voit en effet que le premier 
courrier allant plus vite que le second a dû le dépasser 
en un certain point situé à gauche du point B. 

5* Le premier mobile marche de droite à gauche avec 
une vitesse de 5 mètres par seconde , le second de gauche 
à droite avec une vitesse de 5 mètres. On fera a = — 3 , 
J = + 5 , ce qui donne 

i = i5, a? = — 4^5 y=7^- 

Ainsi, la rencontre aura lieu entre les points A et B; ce qui 
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est évident à priori, puisque les deux mobiles marchent à 
la rencontre Tun de Tautre. 

107. Remarque II. Les exemples précédents montrent 
combien il est utile de représenter par les mêmes lettres 
des quantités, tantôt positives, tantôt négatives, suivant les 
différents cas de la question que l'on traite. Cette extension 
donnée à la signification des lettres ne change rien au 
mécanisme des opérations algébriques, ni aux transforma- 
tions servant à la résolution des équations. Voici comment 
on peut se convaincre de cette vérité importante. 

Nous avons appelé expressions équivalentes deux expres- 
sions qui donnent le même résultat, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux lettres qui les composent, et nous 
avons dit, en terminant le ch. iv du livre I (n*72), qu'une 
opération algébrique transforme une expression en une autre 
équivalente. Mais jusqu'alors nous ne donnions aux lettres 
que des valeurs positives. U est aisé de voû* que l'égalité 
subsiste quand même on donne aux lettres des valeurs né- 
gatives. Soit, par exemple, l'égaUté 

(i) (a+6)« = a*+2a6-f éS 

qui est vraie, quelles que soient lesjvaleurs positives attri- 
buées à a et à 6. Si nous changeons le signe de 6, d'après la 
remarque du n*» 55, cette égalité se transforme en cette autre 
(a) {a — bY = a^—^ab+b\ 

vrsde aussi, quelles que soient les valeurs positives attribuées 
à a et à 6. Or, donner à b dans la première égalité une valeur 
négative — 5, c'est la même chose que donner à 6 la valeur po- 
sitive -|- 5 dans la seconde ; la seconde égalité étant satisfaite 
pour la valeur positive, la première l'est aussi pour la valeur 
négative. Ainsi, les opérations algébriques transforment les 
expressions en d'autres équivalentes, quelles que soient les 
valeurs, positives ou négatives, attribuées aux lettres. 
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Les transformations que nous avons fait subir à une 
équation ou à un système d'équations, et les méthodes de 
résolutions qui en dépendent, doivent être entendues aussi 
dans le sens le plus général ; elles sont vraies , que les 
valeurs des lettres soient positives ou négatives. Soit, par 
exemple, l'équation 

3x+ 14 = 6 — X. 

Si Ton ajoute aux deux membres la quantité x et si l'on 
retranche i4> cette équation devient 

ou 

4x = — 8. 

Or, que la valeur de x soit positive ou négative, on a ajouté 
aux deux membres de l'équation proposée la même quan- 
tité et par conséquent on l'a transformée en une équation 
équivalente. Cette dernière n'étant satisfaite que si Ton 
donne à x la valeur négative — 2 , il en est de même de 
l'équation proposée. On dit dans ce cas que l'équation admet 
une solution négative x= — 2. , 

Considérons encore le système des deux équations 

5ar— ey—g. 
8y — iix=i. 

La méthode de substitution le transformera en cet autre 

y 6 ' 

a? = — 3, 

qui lui est équivalent, que les valeurs des inconnues soient 
positives ou négatives. Mais ce dernier n'est satisfait que 
par les valeurs négatives a? = — 3, !/= — 4; U en est de 
même du système proposé. 
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108. Bbiiarqub ni. Dans une quantité affectéedu sigûe + 
ou du signe —, il y a lieu de distinguer la valeur absolue 
et la valeur relaHve. La valeur î^solue est la quantité, 
abstraction faite du signe ; la valeur relative li^ quantité avec 
son sipie. Ainsi, la valeur absolue de la quantité négative 
— 5 est le nombre 5, la valeur relative est le nombre 5 à 
retrancher. 

On s'est occupé naturellement de. la comparaison des 
valeurs relatives des quantités, positives ou négatives, de 
même espèce. Une quantité positive, étant une quantité à 
ajouter, donnera un résultat d'autant plus grand que sa 
valeur absolue sera plus grande. Au contraire, une quan- 
tité négative, étant une quantité à retrancher, donnera un 
résultat d'autant plus petit que sa valeur absolue sera plus 
grande. Pour fixer les idées, supposons que la lettre x re- 
présente le résultat des opérations d'un négociant dans le 
courant de la journée (n° 33) ; admettons que le négociant 
ait en caisse, au commencement de la journée, une somme 
d'argent suffisamment grande que nous désignerons par m. 
La fortune du négociant est devenue m + œ. Il peut arriver 
que la somme des dépenses égale celle des recettes, alors 
la valeur de x est zéro, et la fortune du négociant n'a pas 
changé. Si la valeur de a est positive, la fortune du négo- 
ciant augmente d'autant plus que la valeur absolue de œ est 
plus grande. Si la valeur de x est négative, la fortiuie du 
négociant diminue d'autant plus que la valeur absolue de x 
est plus grande. Pour abréger le discours, on fait abstrac- 
tion de la fortune primitive, et l'on considère une quantité 
positive comme plus grande que zéro,, et d'autant plus 
grande que sa valeur absolue est plus grande, une quantité 
négative comme plus petite que zéro, et d'autant plus pe- 
tite que sa valeur absolue est plus grande. Ainsi, on dit 
que la quantité — i est plus petite que o, la quantité — s 
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plw petite que — !♦ la quantité— 5 plu» petite que — a,.., 

cela signifie, je le répète, que la quantité m — i eat plu» 
petite que w» la quantité m — a plus petite que m— i, 
la quantité «n t- 5 plus petite que m — «,..• 

Cette comparaison des valeurs relatives n'est pas moins 
évidente dune Téchelle des températures marquées par le 
t)iermomètre; les nombres po^tifs indiquent des tempéra- 
tures supérieures à la température zéro; les nombres néga^ 
tifs des températures inférieures ; les températures — i , 
— 2 , — 3,. • • vont en s'ab^issant de plus en plus. 

Il en est de même de toutes les sortes de grandeurs 
susceptibles d'être comptées dans deux sens opposés. Nous 
avons déterminé (n<» 104) la position d'un mobile M sur une 
droite par sa distance à un point fixe 0, en affectant du 
signe + les distances portées vers la droite, du signe — les 
distances portées en sens contraire, et nous avons appelé x 
cette distance affectée du signe convenable. Que l'on ima- 
gine maintenant un point K situé très-loin vers la gauche, à 
une distance m du point 0, et que l'on compte les distances 
à partir de ce point ; la position du mobile sera déterminée 
par la quantité m-j-w. Si le mobile, paitant du point 0, se 
meut vers la droite, la valeur 4e ?? est positive et va en 
augmentant de même que la distance m-\- x h l'origlue 
fictive R. Si le mobile marche vers la gauche, la valeur de x 
sçra négative étira en augmentant en valeur absolue; mais 
la distance m + ^ i l'origine fictive K ira en diminuant. 
Faisant abstraction de la quantité m, on dira que 1^ valeur 
relative de â? augmente dans le premier cas, diminue d^ns 
le second. 

De» inégalités. 

109. Les théorèmes que pous avons démontrés sur les 
égalités et les transformations qui en résultent (n°* 79 
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à 82) s'appliquent aux inégalités, sauf quelques légères 
modifications. 

i*" Une inégalité subsiste si à ces deux membres on ajoute 
une même quantité, ou si de ses deux membres on retranche 
une même quantité. 

Ce que nous venons de dire sur la comparaison des va- 
leurs relatives des quantités positives ou négatives donne 
à ce théorème un sens tout à fait général. Soit l'inégalité 

5>3, ou m + 5>m + 55 
des deux membres retranchons 7 , nous aurons 
m — a>wi — [\ y ou — 2> — 4' 

Il en résulte que Ton peut faire passer un terme d'un 
membre dans l'autre en changeant son signe. 

Mais il n'est pas permis de changer les signes de tous 
les termes d'une inégalité, ou du moins, si on le fait, il faut 
changer en même temps le sens de l'inégaUté. Soit l'inégalité 

5>3; 

si on change les signes, on écrira 
— 5<— 3. 

2* On voit aussi que l'inégalité subsiste si on multiplie 
ou si on divise les deux membres par un même nombre 
positif. 

Si l'on multipliîdt ou si l'on divisait par un nombre né- 
gatif, il faudrait avoir soin de changer le sens de l'inégalité. 
Car ceci reviendrait à multiplier par un nombre positif et à 
changer les signes. 

Ces diverses transformations permettent de résoudre une 
inégalité comme nous avons résolu une équation. Suppo- 
sons, par exemple, que la quantité x soit assujettie à satis- 
faire à la condition 

7X 3 * I ^^ 
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Si Ton multiplie les deux membres par le nombre positif 24, 
pour faire disparaître les dénominateurs, cette inégalité 
devient 

aia?^- 18 > 4+ lox. 

Si maintenant on fait passer les termes inconnus dans le 
premier membre, les termes connus dans le second, on a 

iix> 2a, 

et, en divisant par le nombre positif 1 1 , 

x> a. 

Tous les nombres plus grands que 2 vérifient l'inégalité 
proposée. 

Soit encore l'inégalité 

3j: + 84> Sa:— 56. 

En faisant passer les termes connus dans le premier mem- 
bre, les termes inconnus dans le second, on a 

i2o>5ar, 
ou 

5a; < 120, 

et, en divisant par le nombre positif 5 , 

X <24. 

Toutes les quantités plus petites que 24 vérifient l'inéga- 
lité proposée. 
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DëS cas D'iMKSSIBILltÊ fit D'iHDÊTfiftMtflÂttOft. 



Des cas ff impossibilité. 

110. line équation du premier degré à utte Inconnue, 
par des transformations convenables, peut toujours être 
mise sous la forme 

les lettres a et 6 désignant des quantités connues; d'où Ton 
déduit 

h 

a 

Ainsi une équation du premier degré à une inconnue admet 
en général une solution, positive ou négative, et n'^ admet 
quune. 

11 en est de même d'un système de n équations du pre- 
mier degré à n inconnues ; car nous avons vu {n° 94) qu'un 
pareil système peut être transformé en un système équi^ 
valent de n équations renfermant, la première les n in- 
connues, la deuxième n — i, la troisième n — 2 , enfin 

la dernière une seule inconnue ; cette dernière équation 
donnera en général pour la dernière inconnue une valeur 
unique et déterminée, et, en remontant ensuite de proche 
en proche, on trouvera aussi pour chacune des autres in- 

i connues une valeur unique et déterminée. 

i 
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1 11. n peut arriver que dans Féquatîon 
axt=h y 
k laquelle on est conduit en résolvant un système d'équa- 
tions, le coefiicient a de l'inconnue soit nul ; alor^ la ques- 
tion revient à trouver un nombre qui, multiplié par zéro, 
donne un produit égal à 5, ce qui est impossible; car le 
produit d'une quantité quelconque par zéro est toujours égal 
à zéro. Ainsi, dans ce cas, îl y a Impossibilité de satisfaire 
à l'équation ou au système d'équations proposé. 

Exemples. 

1* Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et de 
10, et diminué de sa moitié^ égale deux fois son tiers aug- 
menté de 8. En désignant par x ce nombre, on a l'équation 

qui, simpliiiôe, devient 

_+io = y +i6, 

QX^x — Q. 

L'impossibilité est évidente» Elle se manifeste d^b dans 

l'équation précédente; car, si l'on retranche -=- de part et 

d'autres, il vient i o = 1 6, ce qui est absurde. Ainsi, il n'existe 
aucun nombre satisfaisant à la question. 

2*» Trouver deux nombres tels que le tiers du premier 
égale la moitié du second moins i , et que le second égale 
les deux tiers du premier plus 6. Si l'on appelle a; et y ces 
deux nombres, on a les deux équations 

X y 

2X 
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En substituant dans la première la valeur de y donnée 
par la seconde, on obtient le système équivalent 

o = a, 

Il n'existe pas de nombres satisfaisant aux conditions 
énoncées. 

2*" Bésoudre les deux équations 

3x — 2y=io, 
6x — ^y=ïy. 

En substituant dans la seconde la valeur de y tirée de la 
première, on trouve 

3 = 0. 

Ainsi il n'existe pas de nombres satisfaisant à la fois aux 
deux équations proposées. 

L'impossibilité se manifeste sur les équations elles- 
mêmes; en effet, si l'on multiplie tous les termes de la 
première par 2, on a 

6x — 4y=2o> 

6ar — 4y=i7. 

On voit que les deux équations sont incompatibles ; caries 
premiers membres sont les mêmes et les seconds membres 
diffèrent. 

Du symbole ïinfini. 

112. Revenons à l'équation 

et supposons que la valeur absolue du coefficient a soit 
très-petite; l'inconnue x, donnée par la formule 

* 

a 

sera très-grande en valeur absolue, et, si l'on conçoit que 
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la valeur absolue du coefficient a diminue jusqu'à zéro, la 
valeur absolue de x augmentera de manière à devenir plus 
grande que toute quantité donnée. Par exemple, si Ton 
donne au coefficient a successivement les valeurs 
111 1 



lo' 100* looo' loooo' 



le quotient x prendra les valeurs de plus en plus grandes 
io6, loob, loooè, looooô, ..... 

Lorsqu'une quantité augmente ainsi de manière à devenir 
plus grande que toute quantité donnée, on dit qu'elle de- 
vient infinie et on la représente par le signe oc, qui a la 
forme d'un huit renversé. 

Quand l'une des inconnues d'un problème se présente 
sous cette forme, il y a évidemment impossibilité; car ce 
syDQJ)ole provient de ce que, dans une équation telle que 
ax = 6, le coefficient a de l'inconnue est nul. 

Reprenons le problème du n* 105, dans le cas où les 
deux mobiles marchent de gauche à droite, le second 
allant plus vite que le premier. Si la différence des vitesses 
b — a est très-petite, les formules donneront pour les in- 
connues des valeurs positives très-grandes, c^ qui indique 
que la rencontre aura lieu après un temps très-long, et en 
un point très-éloigné vers la droite. Et, en effet, le second 
mobile, marchant avec une vitesse très-peu supérieure à 
celle du premier, ne l'atteindra qu'après un temps très- 
long. Plus la différence des vitesses sera petite, plus le 
point de rencontre sera éloigné. Enfin, quand les vitesses 
deviennent égales, le point de rencontre s'éloigne à l'infini ; 
il y a impossibilité de satisfaire aux équations du problème, 
et, en effet, les deux mobiles, marchant également vite, 
restent toujours à la même distance l'une de l'autre et ne se 
rencontrent jamais 

9 
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Supposons que le second couf lisr manche un peu mmm 
vite que le psemiec, les formules donnent paw^ les mc^^a?- 
nues des valeurs négatives très-grandes en valeur al^olue; 
ce qui indique que la rencontre a eu lieu il y a. tçës-l$^^ 
temps, en un point situé très-lpin vers la gauche. Plus la 
différence a — 6 des vitesses e^t petite, plus ce point de 
rencontre est éloigné. Enfin, quand cette différence devient 
nulle, le point s'éloigne à l'infini vers la gauche, et il y a 
impossibilité. 

ils. Remarque I. dans les questions d^ géom^trâ^, le 
symbole l'infini indique ordinairement le pfirdlélis^e d^ 
deux droites. Propos(H)S-nous, par exemple, la question 
suivante : 







Étant donnés dmx cerclçs^ on mène deux rayions j\arallèles 
AG, BD; onjpint leur^ extrémités; âfterminerr le point M o^ 
la dfoite CD rencontre la ligne de^ centres. 

A|)peloqs (iptb les rayons de dei^x cercles^ d la distance 
des centres 4B, x la^ distance inconnue AM. Les ^iangles 
semblables MAG^ MBD, donnent la proportion 

X __ g? — rf 

d'où Ton Réduit 

ad 

X — j-. 

a — 

Quand la différence çt — b des ràypns est trè^petite, Ja 
valeur de x est très-grande, pt le poii^t M très-é^oigné. Si 
cette différence diminue jusqu'à zéro, le point M s'éloigne 
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à rinfini, et la droite CD devient parallèle à la droite AB. 
On voit en effet que, lorsque les cercles sont égaux, la fi- 
gurée ÂBDC devient un parallélogr^me. 

i 14. Remarque II. Les solutions négatives des équations 
ne sont pas toujours admissibles dans la résolution des pro- 
blèmes. Souvent la question est de telle nature gue les iij- 
connues doivent nécessairement 0tre posi);iyes; dans ce ç^s, 
si l'on trouve pour les inconnues des valeurs négatives, il y 
a impossibilité. Cette circonstance se présente dan§ }a ques- 
tion suivante : 

Avec deux vins qui coûtent b. eth centimes le lilre^ former 
d litres d'un mélqxige coûtant c çqitirfies le litre* 

]l est évidpnt à priori que le prix ç de pl^fiquei litrg du 

mélange doit ètrp intermédiaire entre le^ prix q q^ fi{ é^ 

chaque litre des deux vins. Appelons a? et y les quantités 

des deux vins qu'il îs^]^t mélanger, nou§ ^viFWS l^s éqi^a- 

tions(n«16), 

x+ y=: d, 

ax -j-btf == cfl; 
d'où l'on déduit 

d{c-^b) d[a — c) 

a — b * a—b 

l4 x\^X\\v^ fie la que3tion exige éyitjppiiflant qj^e ^e§ ^m^ 
inconnues aient des valeurs positives. Nous pouvons tou- 
jours supposer: a plus grand que 6, c'est-à-dire appeler 
premier vin le plus cher. Dans les deux formules, le déno- 
minateur étant positif, il est nécessaire que chacun dm pur 
mérateurs soit positif, ce qui aura lieu si les deux conditions 

c> hy c <a 

sont remplies. Ainsi, pour que la question admette une so- 
lution, il faut que le prix du litre du mélange soit interin^- 
diaire entre les prix des deux vins. 
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Des cas àUndétermination* 

116. Nous avons dit que réquatiqn du premier degré à 
une inconnue peut toujours se mettre sous la forme 

et nous avons vu que, lorsque le coefficient a de l'inconnue 
est nul, sans que le second membre le soit, il y a impossi- 
bilité. Supposons maintenant que b soit nul en même temps 
que a, l'équation devient 

il s'agit de trouver un nombre qui, multiplié par zéro, 
donne un produit égal à zéro; tous les membres satisfont 
évidemment à l'équation, qui se réduit à une identité 
= 0, et la valeur de l'inconnue est indéterminée. Dans 
ce cas, la formule donne pour l'inconnue un symbole de la 



forme -. 
o 



Exemples : 



!• Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et 
de 10, et diminué de sa moitié, égale deux fois son tiers 
augmenté de 5. Si l'on appelle x ce nombre, on a l'équation 

X X Ix \ 

qui, simplifiée, se rédmt à 

y+io = -+.o, 

ou 

oXa: = o. 

Tous les nombres satisfont à la question. Il y a indétermi- 
nation. 
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2* Trouver deux nombres tels que le tiers du premier 
égale la moitié du second, moins i, et que le second égale 
les deux tiers du premier, plus 2. Si l'on appelle a? et y ces 
deux nombres, on a les deux équations 

3~2"~^' 
2X 

En substituant dans la première la valeur de y donnée par 
la seconde, on obtient le système équivalent 

20? 

= 0. 

L'une des équations se réduisant à une identité, on n'a 
qu'une équation à deux inconnues ; on peut donner à l'une 
des inconnues, à x par exemple, une valeur arbitraire, il en 
résulte pour y une valeur correspondante; ainsi l'équation 
admet une infinité de solutions, et il y a encore indétermi- 
nation. 

3" Résoudre les deux équations 

4r — 2y= 10, 
Qx — /iy =s 20. 

Si Ton multiplie la première équation par 2, on voit qu'elle 
devient exactement la même que la seconde; ainsi es deux 
équations n'en font qu'une, et il y a indétermination. 
4'' Dans le problème des deux mobiles (n" 105), si l'on a 

à la fois a=6, d = o, les trois formules deviennent -, et 

o 

il y a indétermination; et en effet, les deux mobiles, étant 
ensemble et marchant avec la même vitesse, ne se quitte- 
ront jamais. 
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5** Dans le problème du mélange (n° 114) , si les trois 
quantités rt, b, t sont égales, les deux inconnues se pré- 
sentent sous la Ibrme -, et les deux équations du problème 

n'en font qu'une : il y a indétermination. Et, en effet, les 
prix des deux vins étant les mêmes, on obtiendra toujours 
un mélange de ce même prix, quelle que soit la proportion 
suivant laquelle on mélangé les deux vins. 

Il6. KÈMAéQuài, Lé symbole - ii'iridiquè pas toujours 

l'indétermination. Il peut arriver qu'une fraction se pré- 
sente sous cette forme, parce qu'il y a un numérateur et au 
dénominateur un même facteur algébrique qui devient nul 
pour certaines valeurs attribuées aux lettres ; on supprimera 
te facteur (îofriïmun^ afin d'obtenir la valeur de la fraction. 

ExEMPUBS. 1* La fraction = — -7= se présente sous la 
forme -, quand on fait x — 1. Mais cette fraction peut 

s'écrire J: L et si l'on supprime le facteur commun 

x= ij oh voit qu'elle est constamment égale à -=. 

o 
2X^ 2wP 

«• La fraction -= — -^ devient aussi -, quand on y fait 

x=ii. Cette fraction peut s'écrire ~^ r-^, ou --, si 

^ ù{x — 1) 3 

l'on supprime le facteur commun x — 1; la valeur de cette 

fraction varie quand on donne à x différentes valeurs ; pour 

2 
05 = 1 , elle est égale à _. 

2 (x—-^ \\^ ■ o 

3* La frîtction vt y prend aussi la forme - pour x == i . 
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Mais si Ton supprime le facteur commun x — i , elle se ré- 
duit à -^— r — ', et devient nulle pour x — i. 

4* La fraction =-7 r-r prend aussi la forme - pour x=i. 

3(a;~i)^^ o^ 

Si Ton supprime le facteur commun x — i, elle se réduit 

-=-, r, et devient infinie pour x=i. 

5(x — 1) ^ 



CHAPITRE IV. 

FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS 
DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES, 



117. Deux équations du premier degré à deux inconnues 
peuvent toujours être mises sous la forme 

(i) ax +by =c, 

(2) a'x -|- à'y = c'y 

les lettres a, 6, c, a', b\ c' désignant des quantités connues, 
positives ou négatives. 

Si de la première équation on tire la valeur de y, 

c — ax 

(3) y=-^, 



et qu'on la substitue dans la seconde, on obtient l'équation 

T 



^.bjc-ax) 



qui se réduit à 

(4) {ab'—ba')x=cb'—b(^, 

et où l'on déduit 

cb'—bc' 

En portant cette valeur dans Téquation (3), et simplifiant, 

on trouve 

ad—cd 

Telles sont les formules générales au moyen desquelles 
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on peut résoudre immédiatement un système quelconque 
de deux équations du premier degré à deux inconnues. 
Soient, par exemple, les deux équations 

7a?+iijy=43j 

on fera a = 5,6 = — 3,a'=7,6'=ii,c = 9,c' = 43, 
et les formules donneront 

a?=3, y=a. 

118. Remarque. I. Il est facile de se rappeler la compo- 
sition des formules 

ci' — fc' ac' — ca' 



que nous venons de trouver. 

Le dénominateur est le même. Les deux lettres a et 6, 
coefficients des inconnues, peuvent être disposées suivant 
les deux ordres ab ou ba; séparons ces deux expressions 
par le signe — , et accentuons la seconde lettre dans cha- 
cune d'elles, nous formerons le dénominateur 

ab'—ba'. 

Si, dans ce dénominateur, nous remplaçons les deux 
coefficients a et a' de l'inconnue x par les seconds membres 
c et c' des deux équations, nous formerons le premier 
numérateur c6' — 6c'. Si, dans le dénominateur, uous rem- 
plaçons de même les coeflScients 6 et b' de l'inconnue y 
par les seconds membres c et c' , nous formerons le second 
numérateur ac' — ca'. 

En général, on obtient le numérateur d'une inconnue en 
remplaçant dans le dénominateur les coefficients de cette 
inconnue par les seconds membres correspondants. 

119. Remarque II. Les deux formules ont entre elles 
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une analogie qti'H est boh ûë rtnii^qil^ m qtti permet de 
déduire Fui* Uë Ykiltm. A Yimpmû^ ûm êmk équations 
proposées, nous voyotlS que \â Mït^ te Se tnppbtî^ à x, de 
même que b h y. Si, dans ces équations, on permute les 
lettres a? et y, a et 6 (c'est-à-dire si Ton remplace x par y et 
y par x, a par 6 et 6 par a) , le^ deux équations deviennent 

b'y + (jIx= d , 

et ne changent pas. Concevons que Ton répète sur ces der- 
iilét^es lefe calculs faits précédemmené , B suffira évidem- 
ment d'effectuer les mêmes permutations dàiis les réâultàts. 
Ainsi, au lieu d'arriver à la valeui- de «, on arrivera à celle 
de y ; donc, si dans la formule (a) , oii effectue la permu- 
tation, on aura 

c(£ — ad 

ou , en changeant les signes du numérateur et du déno- 
minateur, 

ad — cd 

y-^ ab'—bct' 

Cette valeur de y satisfait au nouveau système d'équations, 
et par conséquent au système proposé qui est le même. 

120. Appliquons eiîcOre ces ic^nsîdérations de symétrie 

aux deux équations 

x-^- y= d, 
(35? -j- Jy = cdy 

auxquelles on est conduit en résolvàtit le jprôblème du H» 1 14- 
Si , de la seconde , on retranche la première , multipliée 

par 6, on trouve 

(a — A)a?=rf(c— A). 
d'où 

dlc—b) 

a? = -i — ^. 
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On voit que les équations ne changent pas quand on y per- 
inùte les lettres a? et y, a et b ; en effectuant la penutitation 
dans la valeur de it? , on aura donc immédiatement 

d{c — a) d{n — c) 

Soient eiicore les deux équations 

ax'\' by =•€, 
hx -f- cl y = c. 

En appliquant les deux formules générales, on trouve 

c(a'-b) cja-b) 

^^aa'^b^' ^ aa'-b^' 

Il y a encore ici une certaine symétrie. Car, si Ton per- 
mute xety^ a et a\ les équations deviennent 

a!y 4=- ^^ = P> 
' bp -f aa?ii=ej 

là première ësl devenue la seconde, la seconde la première, 
mais le système n'a pas changé. Si donc on effectue dans la 
valeur de œ la même permutation, on trouvera y. 

Disctission, 

I2I. Ôh appelle diâcussiôii en algèbl-e l'eiaiHen des dif- 
fèrëfits cas qUé peut présenter une questiOh. Eti résolvant 
lés deux équations générales du second degré 

(1) ax + by = c, 

• (2) otx + b'y = c'; 

nous avons obtenu les deux formules 

cb'—bc' 



(«) x = 



(W y^ 



ab'—bà' 
ac' — ca' 



ab'—ba'' 
Nous examinerons maintenant les principales circon- 
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Stances qui se rencontrent dans les valeurs des inconnues. 

1** CAS. En général, le dénominateur commun a6' — 6a' 
n'est pas nul ; dans ce cas, les deux formules donnent pour 
a? et y des valeurs finies et déterminées; il est aisé de voir 
que ces deux valeurs vérifient les équations proposées, et 
que les équations n'admettent aucune autre solution. 

En effet, puisque la quantité ab' — 6a' est difiérente de 
zéro, il est impossible que les quatre coefficients a, 6, a', 6' 
des inconnues soient nuls en même temps ; deux au moins 
sont différents de zéro. Supposons, par exemple, que le 
coefficient 6 soit différent de zéro; on peut tirer de la pre- 
mière équation la valeur de y, 

c — ax 

(3) y=— r-5 

car il est permis de diviser par le coefficient 6, qui n'est 
ni nul ni infini. En portant cette valeur dans la seconde et 
multipliant par 6, ce qui est également permis, on obtient 
l'équation 

(4) {ab'-ba')x^cl/—bc\ 

On remplace ainsi le système des deux équations proposées 
par le système équivalent des deux équations (3) et (4). 

La valeur de x fournie par la formule (a) satisfait évi- 
demment à l'équation (4). L'équation (3) e^t aussi vérifiée; 
car si l'on remplace x par sa valeur, le second membre 
acquiert une valeur égale à la valeur de y fournit par la 
formule (P). 11 est impossible, d'ailleurs, de vérifier ces 
équations par d'autres valeurs de x et de y. On conclut de 
là que le système des équations proposées, qui est équiva- 
lent au système des équations (3) et (4) , est vérifié par les 
valeurs (a) et (P) , et n'admet aucune autre solution. 

Ainsi, lorsqUrB le dénominateurn'est pas nti/, le système 
des deux équations proposées admet une solution et une 
seule. 
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2* CAS. Voyons ce qui arrive lorsque le dénominateur est 
nul, et que l'un des numérateurs au moins n'est pas nul. 
Supposons, par exemple, que le premier numérateur 
cb' — bc' soit différent du zéro, la valeur dp a? se présentera 
sous la forme oo; dans ce cas il y a impossibilité. En effet, 
si cb' — 6c' n'est pas nul, l'un des deux coefficients b et 6' 
au moins est différent de zéro. Admettons, par exemple, 
que le coefficient b soit différent de zéro, on pourra résou- 
dre, comme nous l'avons dit, la première équation par 
rapport à y, et remplacer le système des deux équations pro- 
posées par le système équivalent des deux équations (5) 
et (4). Mais l'équation (4) est évidemment impossible; 
donc le système proposé est lui-même impossible. Dans ce 
cas, on dit que les deux équations proposées sont incompa- 
tibles, parce qu'on ne peut pas trouver de valeurs de x et 
de y qui vérifient à la fois les deux équations. 

Ainsi, quand le dénominateur est nul et que Vun des n%i^ 
mércUeurs ne test pas y il y a impossibilité. 

Nous avons supposé ab' — ba' égal à zéro, et cV — 6c' 
différent de zéro ; dans ce cas, la valeur de ic se présente 
sous la forme oo ; l'autre inconnue y se présente générale- 
ment sous la même forme. En effet, si de l'égalité 

ab' — baf = o, 

on tire a' = -v-, 6 étant supposé différent de zéro, et qiie 
l'on substitue dans ad — ca', on a 

ad-^ eol:=ae' ^ = —7(06'— bc'); 



le facteur cV-^bd étant différent de zéro, le premier 
membre ad — ca' est aussi différent de zéro, à moins que le 
coefficient a ne soit nul. Si le coefficient a était nul, l'in- 
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connue y se présenterait, non paa sous h fefme pp, mais 

sous la forme -. 
9 

3^ GA$. 3upppQSlon$ maintenant que tes deu:;;: numérateurs 
çb' — y, ad — ca' soient nuls en même temps que le dér 
Dominateur. Il pourrait arriver que les quatre cnefficiente 
a, fe, a', y fussent nuls i la fois; dans ce cas, si les deux 
seconds membres c et d n'étaient pas nuls, il y aurait im^: 
possibilité; si les deux seconds membres étaient aussi nuls, 
les d^ux équations se réduiraient à de^s identités, et i| y 
aurait indétermination complète, puisque les deux incour 
nues, n'étant assujetties à aucunp relation ^ pourraient ra- 
voir des valeurs entièrement arbitraires. 

Ce cas très-exceptionnel étant écarté, suppôspns que l'un 
au moins des coefficients, b par exemple, np soit pas nul. 
On peut tirer la valeur de y de l^ première équation, cpipme 
Ufius l'aypps fait, et substituer dans la seconde, ce qui ra- 
mène le système des de^x éqTi^tiops proposées au sy^t^p^fi 
équivalent des fteux écjWfitions (5) et (4). L'^u^tip^} (4) 
deyipnt pne identité o=p, et les deux équations sp réduisent 
J|, ppe seule équation (3). Il y aindét^rminatipn; on peut 
donner à ^ des valeurs arbitraires ; jl en ré^ft|tp RPl^F î/ 4p§ 
valeurs correspondantes. 

Ainsi, quand les deux numérateurs sont nuls en même 
temps que le dénominateur^ et que ïun des qufitre coefficients 
au moins est différent de zéro, il y a indétermination, et les 
deux équations nen font q^^'^^e, 

Remarquons que, dans le cas très-exceptionnel où les quatre 
coefficients des incpnnues sont nuls, sans que les seconds 
membres le soient, les valeurs données par les formules se 

présentent toutes les deux sous la forme -, et cependant il 

n'y a pas indétermination, il y a au contraire impossibilité. 



ÉQUAT. GÉFf. OU 1^' DB6RÉ A Wn INCONNUES. iAI 

Exemples. 

langer pour obtenir un alliage ayant un poids spécifique 
donné. 

On sait que le poids spéqfiqup d*un corps est le rapport 
du poids d'un volume quelconque de ce corps au poids d'un 
égal volume d'eau. En d'autres termes, si l'on prend pour 
unité de volume le décimètre cube, et pour unité de poids 
le kilogramme, comme on fait ordinairement dans les arts, 
on peut dire que le poids spépifique d'un corps est le poids 
en kilogrammes d'un décimètre cube de ce corps. D'un 
autre ^été, on exprime la composition d'un alliage, en disant 
quel poids de chaque métal entre dans un.kilogfia^ïMli^ 
d'alliage. 

Représentons par a et 5 les poids spécifiques des deux 
métaux, par c celui de l' alliage; et désignons par a; et î/ les 
poids de ces deux métaux qui entrent dans un kilogramme 
d'alliage. On aura d'abord l'équation 

Cherchons maintenant le poids spécifique de l'alliage, 
comme si la composition en était connue, e^ exprimons 
qu'il est bien égal à c, nous aurons la seconde équation 
du problème. Le poids d'un corps est égal à son volume 
multiplié par le poids spécifique, et réciprocjuemeiit le 
volume d'un corps est égal à son poids divisé par le poids 
spécifique. Dans un kilogramme d'alliage il entre des poids 
05 et y des deux métaux, les volumes occupés par ces deux 

poids sont exprimés par - et |; et le volume d'un kilo- 

a 
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gramme d'alliage est égal à leur somme - + ^, en suppo- 

sant toutefois que dans Talliage des deux métaux il n'y 
ait ni contraction ni dilatation. Le poids spécifique de l'al- 
liage, étant égal à son poids divisé par son volume, sera 






Mais ce poids spécifique doit être égal à c; on a donc 
l'équation 



= c. 



ou 



Si l'on multiplie par le dénominateur - + ï» cette équation 
devient 

ex , eu 
a 
bcx + acy = ab. 

Ainsi les deux équations du problèmesont 

bcX'\-acy=:iab. 
On en déduit 

La nature de la question exige que les deux inconnues 
aient des valeurs positives. Soit a > 6; il faudra, pour que 
le problème soit possible, que l'on ait c> 6 et c< a, c'est- 
à-dire que le poids spécifique de l'alliage soit intermédiaire 
entre les poids spécifiques des deux métaux, ce qui est évi- 
dent à priori.^ 



EXERCICES. lAÔ 

Le problème de la couronne de Hiéron (n* 18) est une 
application des formules précédentes. Le poids spécifique 
de l'or est 19,26, celui de l'argent 10,47. ^ couronne perd 
dans Teau 467 grammes, c'est le poids d'un égal volume 
d'eau; donc le poids spécifique de la couronne égale 

^^— = 15,98. On fera 
467 '^ 

a= i9,a6, * = 10,47, ^= »5,98. 

Question IL Résoudre le système des trois équations 

(1) x+y+z=i', 

(a) aX'\-by -}-€% = ky 

(3) a*x+b*y + c*z = kK 

Si de la seconde on retranche la première multipliée 
par c, on a 

(4) (a — c)ar+(é— c)y=A — c. 

« 

Si de la troisième on retranche la seconde multipliée par 
c, on a de même 

(5) a[a — €)'x+ b[b — c)y = A(A — c). 

Retranchons de l'équation (5) l'équation (4) multipliée 
par 6, il vient 



X 



_ {k^b){k-c) 
-(a-b)(a^cr 



Une fois qu'on a trouvé la valeur de l'une des inconnues, 
il est facile d'en déduire les autres par des considérations 
de symétrie. On remarque, en effet, que les équations pro- 
posées ne changent pas lorsqu'on permute les deux lettres 

iO 
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ce et y^ a et b. Si donc on effectue cette permutation dans la 
formule précédente, on obtiendra la valeut- de y, 

De même, les équatioïis ne changent pas lorsqu'on per- 
mute les deux lettres y et js, 6 et c. Si donc, dans la valeur 
de y, on effectue cette permutation, on aura la valeur de z 



z 



_(k-a){k^b) 



-{c-a)(c^by 
Question III. Résoudre le système des quatre équations 

ax -{- by "{' cy -{- du = A, 

««45 + ^'y + «^"^ + rf*tt == **, 
a'ar-f" b^y + ^'^ + d^^ = A*. 

Si de chacune de ces équations, on retranche la précé- 
dente multipliée par d, on obtient les trois équations 

(a^d)x + (b—d)y + {c — d)z=rk^d, 

a(a^d)x + b{b — d)y + c{c'^.d)z = k(k-^d), 

a^{a — d)x+b^{b—d)y + c^c—d)z = k*{k--d). 

Opérant de la même manière sur ces trois équations, re- 
tranchons de chacune d'elles la précédente multipliée par t, 
nous obtiendrons les deux équations 

(a — c){a^d)x + (b — €)(b-^d)y={k-c){k — d), 
a{a — c)(a — d)x + b[b'^c)(b—d}y=k{k — c){k'--d). 

Si enfin de la dernière nous retranchons la précédente mul- 
tipliée par 6, nous aurons 

{a^b){et--c)(n—d)x:=x[k—b){k^c)(k~d)^ 
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d'où 

(k-.b){k—e){k—d) 
^ — (a—b)(a—c)(a-d)' 

En permutant les lettres a et b, puis les lettres 6 et c, 
puis c et d, on en déduit la valeur des autres inconnues 

_ {k — a){k — c)(k — d) 
y — (b — a) [b — c){b — d)' 
_ ( k—a)[k~b)[k—d) 
^—\e — a){c—b){c--d)' ' . 
{k-a](k-l,)Çc~c] 
(d—a)(d—b){d — c)' • 

Question IV. Résoudre le système des trois équations 

b.c 

'-+"- = b. 

X z 

a , b 

- + - = c. 

y X 
On considérera dans ces trois équations les quantités 
~, -, - comme étant les inconnues. En multipliant la pre- 
mière équation par a, la seconde p?r 6, la troisième par c, 
ajoutant les deux dernières en retranchant la première, on 
trouve 



d'où 



Si Ton permute les lettres x et y, a et b^ on remarque 
cpie la première équation devient la seconde, la seconde la 



7.bc 


:Ô« + C»- 


■a« 


1 


i«+C»-- 


-a} 


X 


2ÔC 
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première, et que la troisième reste la même; donc le système 
des trois équations ne change pas. Il en résulte que si, dans 
la valeur de a?, on effectue cette permutation, on aura la va- 
leur de y 

// aac 

De même, si Ton permute les lettres y et z, 6 et c, la 
deuxième équation devient la troisième, la troisième la se 
conde, et la première reste la môme; le système ne change 
pas. De la valeur de y, on déduira donc celle de z par la 
permutation indiquée, ce qui donne 

z 2ab 



CHAPITRE N\ 

FORMULES GÉNÉRALKS POUR LA RÉSOLUTION DE TROIS ÉQUATIONS 
DU PREMIER DEGRÉ A TROIS INCONNUES. 



122. Trois équations du premier degré à trois incoimues 
peuvent toujours être mises sous la forme 

(2) a'x + l/y + c^z = d', 

(3) a''x + b''y + c"z = d\ 

Nous résoudrons ces trois équations par une méthode 
plus rapide et plus élégante que la méthode de substitution. 
Multiplions les deux premières équations par deux quantités 
indéterminées m et n; ajoutons ces deux équations et re- 
tranchons la troisième, nous aurons 

(4) (am + a'«— a'> + (6m + ô'n — é% 
+ {cm + </n'^c'')z = dm + d'n—d\ 

Les deux multiplicateurs m et n étant arbitraires, on 
peut en disposer de manière à annuler deux coeflicients de 
l'équation (4), par exemple les coeflicients de y et dez. Po- 
sons donc 

(5) bm+b'nz=b% 

(6) cm + c'n = c% 

Téquation (4) devient 

(«m + a'n — a")x = dm -}- d'n — d"y 
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d'où 

rfm + é/'n — rf" 

(7) x=- 



am + o!n — a" 



Des deux équations (5) et (6), résolues au moyen des 
fermiiles générales^ en déduit 

cV — hV hc"—c¥ 



m = -7-; rr-, «== 



en substituant ces valeurs dans la formule (7), et multi- 
pliant le numérateur et le dénominateur par hd — cb\ on a 

_ d [db"-^ bV) + d\bc"^ cV) - d' [b&—cb') 
^ — a [cV— b'c") + a'(ôc"— cb") — a" [bc'— c6') " 

Changeons les signes du numérateur et du dénominateur, 
la valeur de x s'écrit 

_ d [b'c"— c'b") + d^ [cb"— bQ") 4- d" [bc'-- cV) 
^ — a {fie''— c'b'\ + et [cb" — &0 +a" (ôc'— ci')' 

et^ en d^eloppantles calculs, 

_ dbY— dcT + cdV-^ bd'c" + bc'd'— cb'd" 

123. Remarque I. On pourrait calculer de la même ma- 
nière les valeurs de y et de z. Mais il est plus simple de les 
déduire de celle de œ par des considé- 
rations de symétrie. Sur un cercle, et 
aux sommets d'un triangle équilatéral 
inscrit, plaçons les trois lettres Xy y, s^ 
^, ainsi que les trois lettres a, 6, c; ima- 
^ ginons ensuite que le cercle tourne au- 
tour de son centre dans un sens conve- 
nable d'un tiers de circonférence, la lettre \j prendra la place 
de x^ z celle de j/, x celle de js ; de même les lettres 6, c, fl 
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prendroBt la place des lettres a, d, c. Ce changement dans 
Tordre des lettres s'appelle une permutation circulaire. 

Si l'on opère une semblable permutation sur les équa- 
tions proposées, elles deviennent 

bf/ -\' cz -{- ax = d y . 

b'y + ^^ + ^'^ = ^'* 
è'V + c''z + a'x == d\ 

et ne changent pas ; les valeurs des inconnues restent donc 
les mêmes. Or, si l'on effectue la permutation circulaire sur 
lîi valeur de x trouvée précédemment, on obtient 

dda"—ddc"\ ad'c"--cd'd'Ar cdd"—acd" 
^^' y-^ bc'a"—h<ic"'\'(é'c"—cba''^cdh"—a(^b"' 

Cette valeur de y satisfait.au second système d'équations et 
par conséquent au système proposé. 

Si l'on effectue sur le second système d'équations une 
nouvelle permutation circulaire, le système ne change pas, 
et la valeur de y devient 

_ ddh"--db'a"+b d'a"—ad'b"^ab 'd"—ba!d" 
*^^ * ^ cdb" — cb'd'~'Çhda" — ac'b" -f ab'?— bdc"' 

En permutant une troisième fois, on retrouverait la va- 
leur de œ et ainsi de suite. 

124. Remarque IL A l'inspection des formules (a), (P), 
(y), on reconnaît que le dénominateur est le même; l'ordre 
des termes seulement a été changé. On voit aussi que l'on 
forme le numérateur de je?, en remplaçant dms le dénomi- 
nateur les coefficients a, a\ a" de l'inconnue w par les 
seconds membres d, d', d". Les numérateurs de y et z s'ob- 
tiennent de la même manière. Il suffit donc de savoir trou- 
ver le dénominatenr. 
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Nous avons formé le dénominateur pour deux inconnues, 
en écrivant les deux permutations 
ab, — ba 

des deux lettes a et 6, et affectant la seconde du signe — . 
Dans chacune de ces permutations, mettons la troisième 
lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, et au com- 
mencement, et alternons les signes, nous obtiendrons les 

deux groupes 

abc — acb + cab \ 

— hac -f- bca — cha. 
Le premier terme de chaque groupe a le signe du terme qui 
l'a fourni. 

Écrivons ces deux groupes l'un à la suite de l'autre, et 
dans chaque terme affectons la seconde lettre d'un accent, 
la troisième de deux accents, nous aurons aussi le dénomi- 
nateur commun 

aVc^—acV + cdb"— bdd' -|- ^c V— c6V'. 

Dtôciission. 

125. En résolvant par un procédé particulier les trois 
équations 

(i) ax-\-by •\-cz-=:.dy 

(2) dx^b'y-^-dzzzzd! 

(5) a"x^V'y^c"zz=.d\ 

nous avons obtenu les formules (a), (P), (y). Ces for- 
mules présentent les mêmes cas principaux que celles re- 
latives à deux équations à deux inconnues. Pour abréger 
l'écriture, nous représenterons par D le dénominateur com- 
mun; et par A, B, C les trois numérateurs, de manière à 
écrire les formules sous la forme 

ABC 
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1*» Cas. En général le dénominateur commun D n'est 
pas nul. Dans ce cas, les formules donnent pour les incon- 
nues des valeurs finies et déterminées; il est aisé de voir 
que ces valeurs vérifient les équations proposées. et que ces 
équations n'admettent pas d'autre solution. 

Puisque le dénominateur D est différent de zéro, il est 
impossible que les neuf coefficients des inconnues dans les 
équations soient nuls à la fois; trois au moins seront dif- 
férents de zéro; supposons, par exemple, que le coefficient c 
soit différent de zéro. On pourra de la première équation 
tirer la valeur 

(4) ^^±-0^^ 

et la porter dans les deux autres, ce qui donne les deux 
équations 

(5) (ac'— ca')x+(6c'— c6')y = dc'— <?d', 

^ c c ' 

et Ton remplace ainsi le système des trois équations pro- 
posées par le système équivalent des trois équations (4), 
(5), (6). Si Ton applique aux deux équations (5) et (6) les 
formules relatives à deux équations à deux inconnues, on 
obtient les valeurs 

A B 

données par les formules (a) et ([i). Le dénominateur D 
étant différent de zéro, on sait que ces valeurs vérifient les 
deux équations (5) et (6). Si dans l'équation (4) on rem- 
place X et y par leurs valeurs, on obtient la valeur de z 
donnée par la formule (-y). Ainsi, les valeurs fournies par 
les formules (a) , (ji) , (y) vérifient le système des trois équa- 
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lions (4), (5), (6), et par suite le sysrtème proposé équiva- 
lent, et ce système n'admet pas d'autre solution, 

2^ Cas. Supposons que le dénomina^r D soit nul, l'un 
des numérateurs au moins, par exemple le numérateur A» 
étant différent de zéro. Chacun des termes de A renfermât 
les lettres 6 et c, il est impossible que les six coefficients 
è, b\ b"^ c, c\ c" soient nuls à la fois; deux au moins sont 
différents de zéro ; admettons par exemple que le coefficient 
€ soit différent de zéro. On pourra tirer de l'équation (i) la 
valeur de «, comme nous l'avons fait, et remplacer le sys- 
tème des équations proposées par le système équivalent 
des équations (4), (5), (6). Si l'on considère les deux équa- 
tions (5) et (6) à deux inconnues x et y, puisque le déno- 
minateur D est nul, l'un des numérateurs A étant différent 
de zéro, il y a impossibilité; donc aussi les équations pro- 
posées sont incompatibles. 

3' Cas. Supposons que les trois numérateurs A, B, C 
soient nuls, en même temps que le dénominateur D. Il pour- 
rait arriver que les neuf coefficients des inconnues fussent 
nuls à la fois; dans ce cas, il y aurait impossibilité, à moins 
que les trois seconds membres d, d\ d" ne fussent aussi nuls, 
et alors, les trois équations se réduisant à des identités, il y 
aurait indétermination absolue, et Ton pourrait donner aux 
trois inconnues des valeurs tout à fait arbitraires. 

Ce cas très-exceptionnel étant écarté, supposons que l'un au 
moins des neuf coefficients soit différent de zéro, par exemple 
le coefficient c; on pourra de l'équation (1) tirer la valeur 
de z et remplacer le système des équations proposées par 
le système équivalent des équations (4), (5), (6). Il pour- 
rait arriver que les quatre coefficients des inconnues a; et y 
dans les deux équations (5) et (6) fussent nuls à la fois, ce 
qui annulerait D, ainsi que A et B; il est aisé de voir que le 
troisième numérateur C serait aussi nul; on a, en effet, 
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G = (a'ô"— b'a']d + (6a"— «6") d' + (a6'~ Aa')rf"î 

si Ton avait 

ac'^^ ca' = Oj bc' — cb'= o, 
ac"— ca"= 0, bc"--cb"= o, 

on en déduirait, en divisant par c, 

a = — , 6 = — , 
c c 

ac" bc" 

c ' c ^ 

d'où 

a'b"^b'a"= o, 6a"— a6"= o, ab'—ba'= o, 

et par suite C = o. Dans ce cas, les deux équations (5) et 
(6) seraient impossibles, à moins que les deux seconds 
membres de' — cd\ de" — cd' ne fussent aussi nuls, et alors 
ces deux équations deviendraient des id&tités et les trois 
équations proposées se réduiraient à une seule, l'équation 
(4) ; on pourrait prendre arbitrairement les valeurs des deux 
inconnues j? et y, la valeur de z en résulterait. 

Ce cas exceptionnel étant écarté encore, supposons que, 
l'un au moins des quatre coefficients des inconnues dans les 
équations (5) et (6) soit différent de zéro. Le dénominateur 
D étant nul, ainsi que les deux numérateurs A et B, on sait 
que les deux équations (5) et (6) se réduisent à une seule. 
Les trois équations proposées se réduisent donc à deux, sa- 
voir les équations (4) et (5) ; il y a indétermination ; on peut 
prendre arbitrairement la valeur de a?; celles de j/ et de z 
en résultent. 

Kxerefees nur le Iif¥re II. 

Question I. Résoudre le système des trois équatioDs 

2j; + 4y - 3;f = 22 , 
4a; — 2i/ H- 5i = 18, 
6« -f 7y — x = 63. 

Réponse ; ap = 3, y = T, %=^h. 
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Question 11. Résoudre les trois équations. 

X 

la 18 21 

Revome: » = -, y=-, , = -. 

QuESfiON 111. Résoudre les trois équations 
X %i % 

Réponse: a; = 12, y = 60, jï = 60. 

Question IV. Résoudre les quatre équations 

4» — 31/ 4- 2u = 7, 
2aj -f 6X = 28, 
4u — 2y= la, 
3a; + 4u = 26. 
Réponse: a; = 2, y = 3, x=4, u — 6. 

Question V. Résoudre les quatre équations 

» — y + ;î — t*= — 2, 
y — 2jif + 3u — 4a? = 4, 
jï — 3u H- 6a: — 15y = — 33. 
u — 4a? + lOy — 20jif = — 40. 
Réponse : a; = 1, y= 2, x = 3, w = 4. 

Question VI. Résoudre les trois équations 

a? + a(y + ;iî) = a, 
y + b(* + 0?) = p, 
X -f c(a? + y) = Y. 
_ (1 -.bc)a-i- a(c- l)p + a(&- 1)Y 



Réponse : 



1 — bc — co — ab + 2abc 



Béponte : 
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Question VII. Résoudre les trois équatioDs 

« + 0!/ + tt*^+ a5=0, 
a; 4- 5y 4- hijs 4- 1' = 0, 
X + ey H- c«^ 4- c^ = 0. 
Réponse : 

Jï = — (a 4- b + c), 

y = 6c 4- ca 4- ab, 

a? = — abc. 

Question VI 11. Résoudre les quatre équations 

x + ay + a^z-^ a'u 4- a* = 0, 
a; 4- by + b«jr 4- bhi 4- &* = 0, 
« + cy + c*jf 4- c«tt + c* = 0, 
« + dy + d*jr 4- d'tt 4- d* — 0. 

tt = -{a4-b + c + d), 

% = àb-\-aC'^ad'\-he + bd + cd, 

y = — (abc + hed '•{-eda + dab), 

x=:àbcd. 

Question IX. Résoudre les équations 

« + ay + bjï = a , 
y 4- 05r 4- ba? = p, 
jï 4- oa; 4- by = y. 

Question X. Résoudre les équations 

.r 4-ay = a, 

y4-&X = p. ! 

X+ct = Y, [I 

M 4- «a; = e. j 

Question XI. Résoudre les équations nkn inconnues 
a?4+aa;, + 3a^H- . . . +na;n =«1, 



a^4-2a;i4-3a?5 4. • . . 4- najn^i = On- 



Question XII. En alliant deux lingots d'argent dans des rapports donnés, 
on a formé deux nouveaux lingots dont les titres sont connus. Quels sont 
les titres des deux premiers lingots ? 

En appelant a et 1 — a les poids des deux lingots qui entrent dans un 
kilogramme du premier alliage, a' et 1 — a' les poids dos deux lingots qui 
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entrent dans un kilogramme du second alliage, b et &' les titres des deux 
alliages, x eiy les titres des deux lingots, on a les équations 



d'où l'on déduit 



ax-\-(t — a)i/ =r 5 , 

* = ^ZTS^ ' 

ah' — ha' 



Question X11I. Connaissant la composition et les prix de trois mélanges 
formés de trois substances différentes, trouyer les prix de ces trois sub- 
stances. 

Question XIV. Trois joueurs conviennent que le perdant doublera l'argent 
des deux autres. Ils perdent chacun une partie, et à la fin ils ont chacun la 
même somme a. Combien chacun avait- il au commencements 



Réponse : 



tZa Ta 4o 

8 * 8 ' 8* 



Question XY. Même question étendue à nn nombre quelconque n de 
joueurs. 
Réponse : 

(1 H-n2«->)fl (1 + n2n-9)a (t -4- n2«-8)a 



2** 2" 2** 



(1 + n)a 
2»* 



Question XYl. On partage une certaine somme entre plusieurs personnes 
de la manière suivante : la première prend une somme a et la n« partie 
de ce qui reste; la deuxième une somme 2a et la n^ partie de ce qui reste; 
la trois ème une somme 3a et la n« partie de ce qui reste^ et ainsi de suite. 
11 se trouve à la fin que la somme d'argent a été partagée exactement et que 
toutes les parts sont égales. On demande quel est le nonibre des personnes 
et la part de chacune. 

Réponse : Le nombre des personnes est n— 1 ; la part de chacun a{n~~ 1), 
et la somme totale a (n — 1)*. 

Question .XVII. Un tonneau contient a litres de vin. On tire un litre que 
Ton remplace par un litre d'eau; on tire un second litre que l'on remplace 
par un litre d'eau, et ainsi de suite. Quelle quantité de vin contiendra en- 
core le tonneau après n opérations de ce genre ? 

Réponse: p-. 

Question XVIII. Deux vases de capacités données contiennent chacun un 
mélange connu d'eau et de vin. Quelle capacité doivent avoir deux rases 
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égaux, pour que, les remplissant à la fois. Ton dans Tun des vases donnés, 
Fautre dans Taotre, et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris dans 
l'autre, la proportion du mélange devienne la même dans les deux vases ? 

Question XIX. Inscrire éaM un iriâilgle imhé un rectangle semblable à 
un rectangle donné. 

Question XX. Dans un triangle donhé inscrire un rectangle de périmètre 
donné. 

Question XXI. Un groupe de n joueurs jouent de la manière suivante : 
le premier joue avec le deuxième et perd une fraction a de ce qu'il a; le se- 
cond joue ensuite avec le troisième, et perd la même fraction a de ce quMl a 
en ce moment, et ainsi de suite; enfin, le dernier joue avec le premier et 
perd la fraction a de ce qu'il a. A la fin du jeu, les joueurs ont la même 
somme h. Quelle somme chacun avait-il au commencement? 

Question XXII. Béâondre les équations 

z 

= 1, 

= U 

a — y h — t'^ — T 

Question. XXIIl Couper une sphère donnée par un plan, de manière que 
la surface de la calotte sphérique soit égale à la surOsice latélrale du icône qui 
a pottr sommet le centre delà sphère et pour base le cercle déterminé par le 
plan sécant. 
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LIVRE IIL 

ÉQUATIONS 6U SECOND DEGRÉ. 



CHAPITRE PREMIER. 

CARRÉ ET RACINE CARRÉE. 



Je rappelle d'abord quelques principes qui ont déjà été 
vus en arithmétique et qui nous seront utiles par la suite. 

126. Théorème 1. Le carré d'un binôme égale le carré du 
premier terme, plus deux fois le produit du premier par le 
second^ plv^ le carré du second. 

Si Ton multiplie le binôme a -j- 6 par lui-même, on 
trouve en effet 

Ainsi le carré du binôme a? — 3 est 
a?*— 6a? + 9. 

Le carré du binôme ar + - est 

s 

4 

127. Théorème II. On élève au carré le produit de plusieurs 
facteurs en élevant chaque facteur séparément au carré. 
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Si Ton multiplie le produit abc par lui-même, d'après la 
règle de la multiplication des monômes, on trouve en eflfet 

Corollaire. On élève au carré un monôme entier, en éle- 
vant le coefficient au carré et doublant tous les exposants. 
Soit, par exemple, le monôme ya^b^c; en le multipliant par 
lui-même, on a 

{ya^b*cY=:^ga'b'cK 

128. Théorème III, Réciproquement, on extrait la racine 
carrée d'un produit de plusieurs facteurs en extrayant la 
racine carrée de chaque facteur séparément. 

Soit le produit abc. Je dis que 

\Jabc= sjasjbsjc. 

En effet, si l'on élève le second membre au carré, ce que Ton 
fait en élevant chaque facteur séparément au carré, on re- 
produit la quantité abc. 

129. Corollaire I. On extrait la racine carrée d'un mo- 
nôme entier en extrayant la racine carrée du coefficient et 
divisant par deux tous les exposants. Je dis, par exemple, que 



Car, si Ton élève le second membre au carré, on reproduit 

Pour qu'un monôme entier soit carré parfait, c'est-à- 
dire pour qu'il existe un monôme entier, qui, élevé au 
carré, reproduise le nombre proposé, il est nécessaire que 
son coefficient soit un nombre carré parfait et que tous ses 
exposants soient pairs. 

i 30. Corollaire II. On fait sortir du signe radical un 
facteur carré parfait, en en prenant la racine carrée. Soit 
l'expression 

11 



w 
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En extrayant la racine 4e chaque fo^cteuF i^éparément, on 
écrira 

Ceci permet de simplifier les expreq^iops irr^tîooO^U^s. 
Soit l'expression irrationnelle 

On remarque que la quantité placée sous le signe radical 
peut être décomposée en deux facteurs 

dont le premier est cp,rré parfait. Si Ton extrait la racine 
de chacun des deux facteurs séparéipent, op ^ 

Répiproquement, an %utfod\^i{ Htk fdkctmr ^P14« le sigi^ rç^r 
âical en Fétevan? m ^W^Si Aîi^si 

181. Théorème IV. On élève une fraction au carrée en éle- 
vant séparément au carré le numérateur et le dénominateur. 

Car, si Ton multipUe la fraction j- par elle-même, on a 

1S2. THiORtME V. Réciproquement, o$k extvaif la 9a$ine 
earrée d'une fraction en extrayant séparément la poe^e du 
numérateur et du dénominateur. Ainsi 

i A— ^ 

Car, si l'on élève le second membre au carré, on repro- 
duit la fraction i- 
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Transformation des ^wpressiçkns irraHot^nelks. 

133. On simplifie le calcul des expressions irrationnelles 
en transformant ces expressions de manière à rendre le dé- 
nominateur rationnel. Voici quelques exemples de sembla- 
bles transformations fréquemment usitées en algèbre. 

5 _5v^5 

On a multiplié par )/Z les deux termes de la fraction. 
2** Soit l'expression 

m 

si a -f sjt 
Si l'on multiplie le numérateur et le dénominateur par 

si a — v^6, le dénominateur, étant le produit de la somme 
de deux quantités par leur diiTéreoee, égale la difFérence 
a*^ j^ de leurs carrés, et devient rationnel. On a donc 

m m [sfâ — sfo) 

y/^+^"" a — b 

On a de même 

m m [s/ a + sjb] 



i 



en multipliant le numérateur et le dénominateur par la 

somme s/ a + v^* 
Exemples : 

2v/5 — 3v/a ^ 

On a multiplié le numérateur et le dénominateur par la 
somme 2y^+ 5^/2, ce qui rend le dénominateur égal à 



• 
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la différence des carrés, 4x5 — 9x2 = 20 — 18 = 2. 
On a supprimé le facteur 2 commun au numérateur et au 
dénominateur, puis on a multiplié 2v/5 + 3 y/T par spj^ 
ce qui donne 7.sfhh + 5^74» <^ar y^ x v/7 = v^5 x 7 = 
V^35 , et de même y/2Xv/7 = v/2X7= ^74- 
3* Soit l'expression 

m 

Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur par la 
différence (y/a + y^è) — ^c^ en considérant y/a + v'^ comme 
ne formant qu'un seul terme, on a 

m m\sla'\'sjb — V^) m(v^a+ \fb — sjV\ 

^a + y/Â+y/c Iv^a+V^)* — c a + i — c+ayQ^ 

Cette dernière expression ne renferme plus qu'un seul 
terme irrationnel à son dénominateur. On considérera 
a + 6 — c comme ne formant qu'un terme et l'on multipliera 
par la différence (a + 6 — c) — 2 y/ôft ; l'expression devient 
ainsi 

m{s/a-\'Sp> — y/?)(a+6 — c — ^\jcLb)^ 

le dénominateur est rationnel. 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 



Résolution de V équation x* = Â. 

13&. Toute équation du second degré à une inconnue 
peut être mise sous la forme 

ax*-\-bx-\-c=:Oy 

dans laquelle x désigne Tinconnue, et les lettres a, 6, c des 
quantités connues. Elle contient trois termes, un du second 
degré aaj% un du premier degré 6x, et un terme connu c. 
Considérons d'abord le cas où l'équation ne renferme 
pas de terme du premier degré. Soit, par exemple, l'é- 
quation 

Il faut trouver une quantité qui, élevée au carré, donne 2 5. 
Or le nombre 5, élevé au carré, donne 26; que Ton affecte 
ce nombre 5 du signe + ou du signe — , son carré sera 
toujours égal à 25; car on sait que le carré d'une quantité 
négative est positif. Ainsi l'équation admet les deux solu- 
tions + 5 et — 5, ce qu'on écrit 

{lisez X égale plus ou moins 5). L'équation n'admet aucune 
autre solution ; car le nombre 5 est le seul nombre dont le 
carré égale 25. 
En général soit l'équation 

x' = A. 
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dans laquelle A représente une quantité positive donnée. 
Désignons par y/'Â le nombre, commensurable ou incom- 
mensurable, dont le carré. est A; ce nombre, affecté du 
signe + ou du signe — , aura toujours son carré égal à A; 
ainsi l' équation proposée admet deux solutions égales et de 
signes contraires + v^Â et — y/Â, ce qu'on écrit 

Ces solutions s'appellent aussi les raciMê de l'équation, 
parce qu'on les obtient au moyen de l'extraction d'une ra- 
cine carrée- Mais cette dénomination a été étendue aux so- 
lutions des équations de tous les degrés. 

Résolution de V équation x' + px + q = o. 

135. Considérons maintenant l'équation générale du se- 
cond degré 

iSi nous divisoiis tous les termes par lé coefficient a, cette 
équation devient 

ar' + - or + - = G, 
a a 

ou 

X* + px + ? = o, 

en représentant pour abréger par les lettres p et g les qusm- 

b c 
tités connues - et -. 
a a 

Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous l'ex- 
pliquerons d'abord sur un exemple. Soit l'équation 

x^ — i^x-{- 4o = o. 

Si Ton fait passer dans le second membre le terme connu, 
cette équation devient 

x^— !4a?= — 4o. 
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Les deux termes x^' — \l\x peuvent être considérés comme 
les deux premiers termes du carré du binôme x — 7 ; et en 
efiet, le carré de ce binôme est a?*-^i4^-f 49? pour coiri^ 
pléter le carré, ajoutons 49 aux deux membres de l'équa- 
tion, nous auronô 

ar*—i4j?+ 49=49—40 = 9, 
du 

en remplaçant le premier membre par Texpresssion équiva- 
lente {x — 7)'. Cette deriiière équation est évidemment équi- 
valente à l'équation proposée. 

La quantité x — 7 doit être telle que son carré égale 9; or 
^le nombre 3, affecté du signe + ou du signe — , a son carré 
Égal à 9, et c'est le seul nombre dont le carré égale 9 ; on 

ïoit donc avoir 

X — 7 =- dh 3, 
î'où 

a?= 7 ±3. 

1» TéqUàtio» proposée admet les deux solutions 

a? = 7 + 5 = 10, 

a? = 7 -* 5'= 4. 

peut vérifier en effet que chacun des nombres 10 et 4» 
\ â la place de a?, satiâfait à l'équation 

a?' — \ù^ -}- 40 = o, 
[c'est-à-dire annule le premier membre. 

136. La méthode précédente s'applique sans difficulté à 
l'équation générale 

X* + />ar -f- 7 = O' 

Si Ton fait passer le terme connu dans lé second membre, 
cette équation devient 

Les deux termes âJ* -f P^ 'W)nt les deux premiers termes du 



1 
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la différence des carrés, 4x5 — 9x2 = 20 — 18 = 2. 
On a supprimé le facteur 2 commun au numérateur et au 
dénominateur, puis on a multiplié 2v/5 + 3 y/T par \pjy 
ce qui donne 2^^ + 5/Î4; car y^ x \/7 = v^5 x 7 = 
V^35 , et de même y/^xv/7 = v'2X7= s/Tt^» 
3* Soit l'expression 

m 

Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur par la 
différence [^a + sjH) — \Jc^ en considérant y/a + sjb comme 
ne formant qu'un seul terme, on a 

m m\sla-{-^ — \/c) m(v^a+v/ô — sjï) 

^à-i-^b+^fc^ [sla-^-sfbf — c a + i — c+ay^ûô 

Cette dernière expression ne renferme plus qu'un seul 
terme irrationnel à son dénominateur. On considérera 
a + 6 — c comme ne formant qu'un terme et l'on multipliera 
par la différence (a + 6 — c) — 2 sfc^ ; l'expression devient 
ainsi 

m{\fâ-\'sjb — v/c)(a+6 — c — av/âi&) ^ 
[a+b—cf—ù^ah • 

le dénominateur est rationnel. 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SBGOND DEGRÉ. 



Résolution de Véquation x* = À. 

13&. Toute équation du second degré à une inconnue 
peut être mise sous la forme 

aa?* + ^^ + ^=o> 
dans laquelle x désigne l'inconnue, et les lettres a, 6, c des 
quantités connues. Elle contient trois termes, un du second 
degré aa;% un du premier degré 6x, et un terme connu c. 
Considérons d'abord le cas où l'équation ne renferme 
pas de terme du premier degré. Soit, par exemple, l'é- 
quation 

Il faut trouver une quantité qui, élevée au carré, donne 2 5. 
Or le nombre 5, élevé au carré, donne 26 ; que l'on affecte 
ce nombre 5 du signe + ou du signe — , son carré sera 
toujours égal à 26; car on sait que le carré d'une quantité 
négative est positif. Ainsi l'équation admet les deux solu- 
tions + 5 et — 5, ce qu'on écrit 

(lisez X égale plus ou moins 5). L'équation n'admet aucune 
autre solution ; car le nombre 5 est le seul nombre dont le 
carré égale 25. 
En général soit l'équation 

x« = A. 
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3° Résoudre Téquation 

X^ -\- ^X — 12 = 0. 

La formule donne 

X === — 2 =b ^4 + 12 =i — 2 zh V^Î6'=i ^ si it 4". 

L* équation admet les deux solutions 

a? = + 2, x = — 6. 

4*" Résoudre l'équation 

a;* — ' 3ar — 4 s= o. 
La formule donne 



2V4^^ 2 V4 a 



5 

2* 

L'équation admet les deux solutions 

ar = + 4, a: = — 1 . 



Racines égales. 

i 38. Dans ce qui précède, après avoir mis l'équation du 
second degré sous la forme 



hiM-^- 



nous avons supposé que le second membre est une quantité 
positive, et nous en avons déduit la formule 

qui nous donne les deux racines, ou les deux solutions de 
l'équation. 

Lorsque la quantité^ — q est nulle, Téquation devient 
4 



(^+9-=«- 
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Le premier membre est un carré parfait. La quantité incon- 
nue X + ^-, devant avoir son carré nul, doit être nulle elle- 
même; ainsi Ton a 



d'où 



a 



P 

X = — -. 

2 



L'équation n'admet plus qu'une seule solution x = — -. 

Cependant on a coutume de dire que, dans ce cas, l'équa- 
tion admet deux racines égales. En voici la raison : suppo- 

sons que la quantité ^ q soit positive et très-petite ; les 

deux racines, données par la formule générale, différeront 

très-peu de — -, l'une en plus, l'autre en moins, et par 

conséquent différeront très-peu l'une de l'autre. Plus la 

p« 

quantité q sera petite, plus les deux racines se rappro- 

4 

cheront l'une de l'autre ; et enfin, à la limite, quand la quan- 

tité j q sera nulle, les deux racines deviendront égales 

entre elles. 

Racines imaginaires. 

189. Les carrés des quantités, soit positives, âoit néga- 
tives, étant toujours positifs, il s'ensuit que les quantités 
négatives n'ont pas de racines carrées. Ainsi, lorsqu'en ré- 
solvant une équation du second degré, on est amené à ex- 
traire la racine carrée d'une quantité négative, il y a évi- 
demment impossibilité de satisfaire à l'équation; dans ce 
cas, les formules donnent des valeurs fictives qui ont été 
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introduites dans l'analyse mathématique sous le nom de 
quantités imaginaires. 
Considérons d'abord l'équation 

ar* = A. 

Quand la quantité A est positive, l'équation admet les deux 
solutions 

Mais quand la quantité A est négative, comme il n'existe 
aucun nombre, soit positif, soit négatif, dont le carré égale 
A, il y a impossibilité de satisfaire à l'équation. Cependant 
la formule donne des valeurs imaginaires qui satisfont éga-' 
lement à l'équation, si l'on convient de regarder le symbole 

s/k comme ayant toujours son carré égal à A, quelle que 
soit la valeur ^e A, positive ou négative. 
Ainsi on dira que l'équation 

x' = — 1 

admet les deux solutions imaginaires 



x = ±: sj — 1. 

On représente ordinairement par la lettre t le symbole 
v/ — I, et l'on introduit la lettre i dans les calculs, comme 
si elle représentait une quantité réelle, en convenant que 
son carré i* égale — i. 

Toutes les valeurs imaginaires peuvent être exprimées au 
moyen du symbole ^ — i ou de la lettre t. Par exemple, 
l'équation 

admet les deux solutions imaginaires 
x = ±: \/^. 
Si l'on observe que — 9 = 9 x ( — 1) et si l'on applique 
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le théorème ordinaire sur la racine d'un produit, on écrira 

doji 

x = dz 3ï. 

Considérons maintenant l'équation 
a?' — 62? 4" i3 = o, 
qui se met sous la forme 

(a: — 3)*= — 4. 

Un carré ne pouvant être égal à la quantité négative — 4i 
il est impossible de satisfaire à l'équation par des valeurs 
réelles. Mais, en extrayant la racine, on est conduit aux va- 
leurs, imaginaires 

a: — 3 = dt i/^, 
d'où 

a:==3dz v/— 4; 

en observant que s[ — 4 = v^4 X v^ — i =21, on les écrira 

a? = 3 dz 21. 

Il en est de même de l'équation générale 

x^'\- px -{- q= Oy 

toutes les fois que la quantité ^ — 9 est négative. Car, cette 

4 

équation étant mise sous la forme 

on voit qu'il y a impossibilité d'y satisfaire par des valeurs 
i:éelles; mais on obtient les valeurs imaginaires 

qui satisfont à l'équation, en convenant, comme nous l'a- 
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vons 



dit déjà, que le carré du symbole i/^ q égale 

q dans tous 
leurs imaginaires 



^ q dans tous les cas. Il en résulte pour x les deux va- 

4 



— ^\/?-«' 



ou 



^ = -f±\/?-fxv/=T. 

On ramène ainsi ces deux valeurs à la forme a ± 6i, en 
représentant par a et 6 les deux quantités réelles — - et 



\/' 



'-?• 



140. Ainsi les quantités imaginaires sont des expressions 
de la forme 

a + bi, 

dans laquelle les lettres a et 6 représentent des quantités 
réelles quelconques (par opposition, on dit que les quantités 
ordinaires, positives ou négatives, sont réelles). On a étendu 
aux quantités imaginaires les règles ordinfûres du calcul 
algébrique, comme si la lettre i désignait une quantité 
réelle, en convenant de remplacer dans les résultats i* par 
— 1. 
En résumant ce qui précède, on voit que l'équation 

x*'\- px-{'q = Oy 

présente trois cas principaux : 

1° Lorsque la quantité ~ — q est positive^ l'équation a ses 

deux racines réelles et inégales. 
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2° Lorsque la quantité g est nulle^ l'équation a ses 

4 

deux rçicines égales. Ces deux racines égales; 30Rt toujours 
réelles; par dans ce cas le radical est nul, 

3** Lorsque la quantité - — g est négative, Téquation a 
4 

ses deux racines imaginaires. 

Ré^QlmiQn de réqmiion ax* + bx + c = p, 

141. Nous avons ramené l'équation générale du second 
degré 

ax^ + ^ + ^ = ^ 
à la forme 

0?^ Ht /?# + 9 = ^î 

en divisant tous ses termes par le premier coefficient a, et 

posant 

b c 

^ a^ ^ a 
Résolvant cette dernière, nous avons trouvé la formule 

Si, dans cette formule, nous reinplaçofis les lettres p et g 

b c 

par leurs valeurs - et - , elle devient 
a a 



sa V 4û û 2a V 4û 



^ae_ b y/^* — ^ac 



2a 2a 

Nous avons réduit au même dénominateur 4^* les deux 
termes placés sous le radical, et nous avons extrait la ra- 
cine de ce dénominateur, carré parfait. Nous obtenons ainsi 
la formule 

_^ — bzt^b*—^ac 



X: 

2a 



qui est souvent usitée dans 1^ pratique. 
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Elle présente les mêmes cas principaux que la formule 
primitive: i® quand 6* — 4«c > o, les deux racines sont 
réelles et inégales; 2° quand 6* — 4ûc = o, les deux racines 
sont égales; quand 6* — hac < o, les racines sont imagi- 
naires. 

142. Remarque. Il arrive souvent que le coefficient b con- 
tient le facteur 2. Dans ce cas, la formule peut être un peu 
simplifiée, ce qui la rend plus commode dans les applica- 
tions. Posons 6 = 26', la formule devient 



2a 2a ' 

et si Ton divise par 2 le numérateur et le dénominateur, 



X=: '. . 

Soit, par exemple, Téquation 

Zx* — i4^ + i3 i= o. 
Le second coefficient étant un nombre pair, on emploiera la 
dernière formule, et Ton écrira 

X — ————————— — _ • 

3 3 

Décomposition du trinùme du second degré en facteurs 
du premier degré. 

143. Soit le trinôme 

x* + px + q, 
dans lequel nous supposerons que la lettre x désigne une 
grandeur quelconque et tout à fait arbitraire. Si nous ajou- 

p« 
tons et si nous retranchons Ç, la valeur du trinôme ne 

4 
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change pas, et l'égalité 

x* + px + q= (x^+px + ^^ — \^ — 9Jy 
est vraie, quelle que soit la valeur de x. La première pa- 
reathèse est le carré du binôme x-{-~; la seconde peut 



être considérée comme le carré de i/^ — q. On a donc 

V 4 «^1 

Le second membre, qui est la différence des carrés de 
deux quantités, égale le produit de la somme de ces deux 
quantités par leur différence, et se décompose ainsi en deux 
facteurs du premier degré, 

Si l'on pose 

les deux parenthèses deviennent x — a/, a?— a", et le tri- 
nôme se met sous la forme 

(x — j/) (ar — x""). 

On peut annuler ce produit de deux manières, soit en 
donnant à a? la valeur x\ qui annule le premier facteur, 
soit en donnant à a; la valeur x" qui annule le second fac- 
teur; on retrouve ainsi par une autre méthode les deux ra* 
cines x' et x" de l'équation du second degré 

X* + pX'\' y =: o. 

Cette décomposition du trinôme en deux facteurs du pre- 

12 
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mier degré subsiste dans tous les cas, que les racines soient 
réelles ou imaginaires. 
Applications. Considérons, par exemple le trinôme 

Les deux racines du trinôme, c'est-à-dire de T équation que 
Ton obtient en égalant ce trinôme à zéro, sont a;'= 2, 
aj"=5; on a donc 

a^ — 7a: 4" 10 == (^ "" 2) [x — 5). 
Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de œ. 
Soit encore le trinôme 

AT* 4" 4*^ — i** 
Les deux racines du trinôme sont 0/= — 6, 05"= 2. On a donc 
identiquement, c est-à-dire quelle que soit la valeur de ar, 

a:* •}• 4^ = la = (a? + 6) (a: — 2). 

144. La forme la plus générale du polynôme entier du 
second degré est 

ax* -]* bx -j- c. 

Si Ton met le coefficient a en facteur, et si Ton appelle petq 

b c 
les quotients - et -, ce polynôme s'écrit 

ax^ -{- bx -\- c = a[x* 'i' px -{- q). 

Le polynôme entre parenthèses se décomposant en deux 
facteurs x — x' et x — œ'\ onaTégalité 

ûx* + &r + c = a{x -^ x') {x — ar"), 

quelle que soit la valeur de x. 
Les lettres x' et x" désignent les deux racines de Téquation 

X* -\- px -]- q := o, 

ou, ce qui est a iriême chose, de l'équation 

ax* -\- bx -{- c= o. 
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Relations entre les coefficients et les racines de Véquûtion 
du second degré. 

145. En appelant x' et x" les deux racines de Téquatiôn 

X* -{• px -{- q = o^ 
nous avons vu que le trinôme 

x*-^ px -{- q ' 
peut être décomposé en deux facteurs du premier degré 

[x — x') (x — x'). 

Si Ton effectue la multiplication indiquée par les paren- 
thèses, on reproduira évidemment le polynôme proposé. 
Le produit dés deux facteurs est 

x^^{x'+x'')x + x'x\ 

Pour que ce polynôme soit le même que le polynôme 

x^ + px + q, 

il faut que les coefficients soient les mêmes de part et d'autre. 
On a donc 

x'+ X^tf^-— p, 
x'x" = q. 

Telles sont les deux relations fondamentales qui existent 
entre les racines de T équation du second degré et les coeffi- 
cients de Téquation; nous nous en servirons fréquemment* 
On les énonce ainsi : ï équation du second degré étant ta^ 
menée à la forme 

x^ \- px -{- q =p o, 

1° la somme algébrique des deux racines égale le coefficient 
de X changé de signe; 2** leur produit égale le terme connu. 

146. Remarque. 1° Lorsque, dans Téquation du second 
degré 

X^ + pX -\- q =:0y 

le terme connu q est négatif, les racines feont toujours réelîeë 
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et inégales; car, dans ce cas, la quantité -. q est es-- 

4 

sentiellement positive. En outre, ces deux racines sont de 
signes contraires, puisque leur produit est négatif. 

Ainsi, le terme connu étant négatif, on peut dire à priori 
que l'équation 

:c* + 4^ — 1 a = o, 

a ses deux racines réelles et de signes contraires. La somme 
des deux racines étant égale à — 4? la plus grande en va- 
leur absolue est la racine négative. Et en effet, les deux 
racines sont — 6 et + 2, dont la somme est bien égale à 
— 4 ©t le produit à — 12. 
»• Lorsque le terme connu est positif, il est nécessaire 

d'examiner le signe de la quantité ^7 g, pour savoir si 

4 

les racines sont réelles. Quand cette quantité est positive, 
les deux racines sont réelles et de même signe, puisque 
leur produit est positif. La somme de deux racines étant 
égale à — jp, ce signe commun est contraire à celui de p. 
Soit, par exemple, Téquation 

x' — 7a: + 10 = 0. 

La quantité^ — 10 étant positive, les racines sont réelles. 

Leur produit étant positif, elles ont même signe. Leur somme 
étant égale à + 7, elles sont positives. Et en effet, ces deux 
racines sont + 2 et + 5, dont la somme est + 7 et le pro- 
duit + 10. 

Soit encore F équation 

La quantité 9 — 8 étant positive, les racines sont réelles. 
Le produit étant positif, elles ont même signe. Leur somme 
étant égale à — 6, elles sont toutes deux négatives. Et en 
effet, ces deux racines sont — 4 et — 2. 
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3° Lorsque le terme connu est très-petit en valeur absolue, 
le produit des deux racines étant très-petit, Tune d'elles a né- 
cessairement une valeur numérique très-petite. Si le terme 
connu tend vers zéro, cette racine très-petite tendra aussi 
vers zéro. La somme des deux racines étant égale à — p et 
Tune d'elles étant nulle, l'autre est égale à — p. Au reste, 
dans ce cas, la résolution est facile, car l'équation se réduit à 

X* -{- px = o, 

et se met sous la forme 

x[x -{- p) = o. 

On peut annuler ce produit de deux manières, en faisant, 
soit a; = o, soit x = — p. 

Exemples. 

147. Question L Résoudre les deux équations 

y + ax = 5, 
22/' — 3x'-|- lojr = 25. 

Si de la première équation on tire la valeur de y, 

y = 5 — 2Xy 

et qu'on la substitue dans la seconde, on arrive à l'équation 
du second degré 

X* — Ôa? + 5 = 0, 

d'où l'on déduit les deux valeurs 

X — — 1 5 X —— D. 

En portant successivement chacune de ces deux valeurs 
dans l'équation 

y = 5 — 2Xy 

on obtient les deux valeurs correspondaantes de y 
// = 3, y = —5. 



182 UVRE m. — GHAP. II. 

Ainsi, les deux équations proposées admettent les deux 
solutions : 

\" solution : x =; i, y = 3, 
2* solution : x = 5, y = — 5. 

Ed général, la résolution de deux équations à deux in * 
c(>nnues. Tune du premier degré, l'autre du eecond degré, 
s^ r^uxtëne ^ la résolution d'une équation du ciecond degré h 
une inconnue. 

148. Question IL Résoudre les deux équati^wa 

^ + y = 8, 
xy == i5. 

Quand on connaît la somme de deux quantités et leur 
produit, on voit immédiatement que ces deux quantités 
sont les racines d'une équation du second degré, ayant pour 
coefficient de la première puissance de l'inconnue la somme 
prise avec un signe contraire, et pour terme connu le pro- 
duit. Dans l'exemple actuel, les valeurs de a; et de y seront 
les racines de l'équation 

î«* — 8m + 1 5 = o j 

et en effet, la somme des deux racines est égale à 8, et le 
produit à ^5. Les deux racines de cette équation étant 3 et 



5, on aura 








ic = 3, 


«/ = 5, 


ou 








X =5, 


2/ =3. 



Les deux équations proposées sont symétriques par rap- 
port aux deux inconnues, c'est-à-dire ne changent pas quand 
on permute les lettres oc et y. Ceci explique pourquoi les 
valeurs des deux inconnues sont données par la même 
équation. En effet, si l'on élimine y entre les deux équa- 
tions proposées, on arrive à l'équation 
.r' — 8x -f- i5 = o. 
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A cause de la symétrie, il est clair que» si Ton éliminait x 
au lieu de y, on ^priverait nécessairement à la même équation 

y'— 8y + i5 = G. 
Ainsi les valeurs des deux inconnues sont données par la 
même équation du second degré. C'est l'équation que nous 
avons écrite immédiatement. 

149. Question III. Résoudre les deux équations 

xy = i5. 

La première équation n'est pas symétrique par rapport 
aux lettres a? et y ; mais on peut la rendre symétrique en 
posant 

car alors les équations deviennent 
y + ^=2, 

afy= — i5. 

Les valeurs des deux inconnues x et y sont données par 
Téquation du second degré 

tt* — aw — i5 = 0, 
dont les racines sont — 3 et + 5. On a donc 

a?'= — 3, y = 5, 
ou 

af=5y' y= — 3. 

Ainsi les deux équations proposées admettent les deux 

solutions 

* = 3, y = 5. 
X = — 5, y = — 3. 

150. Question IV. Résoudre les deux questions 

X +y = Sy 
0?» + y« = 34. 

Si, de la première équation élevée au carré, 

X* + ^^y + y' == ^^9 
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on retranche la seconde, il vient 

2xy =. 3o, 
d'où 

xy = i5. 

On connaît la somme 8 des deux inconnues, et leur pro- 
duit i5; la question est ramenée à la question II; les in- 
connues sont les racines de l'équation du second degré 
M*r— 8m + i5 = o. 
151. Question V; Résoudre les deux équations 

(a) • ary=:a8. 

Si à la première équation on ajoute la seconde multipliée 
par 2, il vient 

ou 

{x + yy= 121 ; 
on déduit de là 

(3) a:4.y = rbii. 

Si de la première équation on retranche la seconde mul- 
tipliée par 2, il vient de même 

ou 

(x — y)«=9; 
on déduit de là 

(4) a? — y = ± 5. 

On connaît ainsi la somme et la différence des deux in- 
connues; il est aisé de trouver ces deux inconnues; les 
équations (3) et (4) , ajoutées ou retranchées, donnent 

d:ii±3 dbiirLiS 
x= , y = . 

2 2 

11 en résulte les quatre systèmes 

^ = 7> y = 4, 

ar = 4, y = 7» 

X = — 7, y = — 4, 

^ = — 4i i7 = — 7. 
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qui, en réalité, se réduisent à deux systèmes de valeurs 
égales et de signes contraires. 

152. Question VI. Trouver quatre nombres en pro- 
portion, connaissant la somme des extrêmes 21, celle 
des moyens ig, et la somme des carrés des quatre 
termes 442. 

Appelons a?, y, 2, f, les quatre nombres cherchés. Nous 
avons les quatre équations 



(•) 


X z ^ 

- = 7 ou ^^ = y^> 


(a) 


X + t = ai 


(3) 


y + z = 19, 


(4) 


a,« + y« + z'+^'=442. 



Nous connaissons la somme des deux inconnues x et t, et 
aussi celle des deux inconnues y et z ; la question serait 
résolue si nous connaissions leur produit commun xt ou yz. 
Élevons les équations (2) et (3) au carré, ajoutons-les et 
retranchons Téquation (4), il vient 

2Xt + ayz = 56o. 
ou 

/^( = 36o, 

xt = yz = 90. 

Les deux inconnues x et t seront données par l'équation du 
second degré 

w' — ait* 4" 90 = o, 

qui a pour racines 6 et i5, et les deux inconnues y et « par 
l'équation du second degré 

w«— 19^4.90 = 0, 

qui a pour racines 9 et 10. Les nombres cherchés sent donc 

X = 6, ^ = i5, 
y = 9, 5 = 10. 
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153. Question VIL Partager une droite donnée en 
moyenne et extrême raison. 

On sait que partager une droite AB en moyenne et 
extrême raison, c'est partager cette droite en deux par- 
ties AM et BM , telles que la plus grande AM soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière AB et la plus pe- 
tite BM. 



M' 




Si donc on appelle a la longueur de la droite AB^ et x 
celle de la plus grande partie AM , la longueur de l'autre 
partie sera a — a?, et Ton aura les rapports égaux 



a X 

X a — or' 



qui conduisent à l'équation du second degré 

X* -|- aa? — a* = o, 
d'où l'on tire 

La première racine 

est positive et moindre que a (car /E étant plus petit 
que 3, y/5 — i est plus petit que 2). Elle répond direc- 
tement à la question proposée et donne la plus grande 
partie AM de la droite AB partagée en moyenne et extrême 
raison. Il est aisé de déduire de cette formule la construc- 
tion géométrique connue. Si au point B on élève une per- 
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pendiculaire BG égale à la moitié de AB, l'hypoténuse AG 
sera égale à \ / a* + -y. Si, du point G comme centre, 
avec GB pour rayon, on décrit un cercle, la longueur AD 

sera égale à AG — GD, c'est-à-dire à V/«* +7 ; 

ce sera précisément la racine x\ Il suffit maintenant de 
prendre sur AB une longueur AM égale à AD. 
La seconde racine 

est négative et ne répond pas à la question. Gependant il 
est facile de lui donner une interprétation géométrique. Il 
suffit pour cela de modifier l'énoncé du problème de la ma- 
nière suivante : Sur la droite indéfinie AB, trouver un point 
tel que sa distance au point A soit moyenne proportion- 
nelle entre la longueur AB et sa distance au point B. La 
question ainsi posée admet deux solutions; car, outre le 
point M que nous venons de déterminer, il existe vers la 
gauche un point M' tel que la distance M'A est moyenne 
proportionnelle entre AB et M'B; à cette féconde solutio» 
correspond la racine négative x" qui, devant être portée en 
sens inverse de la première, c'est-à-dire de droite à gauche, 
donne la longueur AM'. 

On construira cette seconde solution de la même ma- 
nière que la première; la longueur AE, étant égale à 

AG 4- CE, c'est-à-dire à i /a^ + y + 79^st précisément 

la vs^leur absolue de x"; on prendra donc AM' = AE, 

15â. (iuESTiQN VIII. Trouver tes côtés d'un triangle rec- 
tangle^ connaissant la hauteur et la différence des calés de 
ï angle droit. 
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Appelons ic et y les deux côtés de l'angle droit, a leur 
différence donnée, z l'hypoténuse et h la hauteur. On a les 
trois équations 



(•) 


X —y =a. 


(a) 


x*i-y*=z\ 


(3) 


xy~hz. 



On obtient la seconde en écrivant que le carré de l'hypo- 
ténuse égale à la somme des carrés des deux côtés de l'angle 
droit ; la troisième , en remarquant que le double de la 
surface du triangle égale le produit des deux côtés de 
l'angle droit, ou le produit de l'hypoténuse par la hauteur. 

11 est facile d'éliminer a? et y entre ces trois équations. 
Si dans la première élevée au carré , 

(4) a?* + y* — 2ary = aS 

on remplace x^ + y* par z* et xy par ftjs, on a l'équation du 
second degré à une inconnue 

(5) z' — aAz — a' = o, 

dont les racines sont réelles et de signes contraires, 

Les côtés du triangle étant nécessairement des nombres 
positifs, on prendra la racine positive 

(6) 2 = A + )/¥+^. 

Une fois l'hypoténuse z connue, on obtiendra aisément 
a?ety. A l'équation (4), ajoutons l'équation (3) mtiltipliée 
par 4» îl vient 

*"" + ^* + ^^'.v = «' + 4A^i 
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on 

(7) ar + y = v^â«+lÂz. 

Cette équation donne la somme des deux côtés de l'angle 
droit; comme on connaît déjà leur différence, des deux 
côtés sont connus. 

Application, a = i", fc = 2",4« La formule (6) donne 
ic = 5 ; la formule (7) donne x + y=y; comme on a déjà 
oc — y= i,il en résulte a;=4, y = 3. 

. 165. Question IX. Trouver la profondeur d'un puits, en 
y laissant tomber une pierre, et notant le temps qui s'écoule 
entre le moment où on lâche la pierre et celui où Von entend 
le bruit que fait la pierre en arrivant au fond du puits. 

Appelons x la profondeur du puits et t le temps que la 
pierre met à arriver au fond du puits. On sait que les corps 
en tombant parcourent des espaces proportionnels aux 
carrés des temps, de sorte que l'espace x parcouru par la 

pierre en t secondes sera x = —, ~ représentant l'espace 

22 « 

parcouru dans la première seconde; on en déduit 

f^x 
,= y'-. V^^ m. on sai. que le »„ se p^gage 

uniformément avec une vitesse de 84o mètres par seconde, 
vitesse que nous appellerons!?; ûnsi le temps que met le 
son à remonter du fond du puits pour arriver à l'oreille est 

-. Mais le temps observé a est égal au temps que met la 

pierre à arriver au fonds du puits, plus celui que le son 
emploie à revenir jusqu'en haut. On a donc l'équation 

\ a V 



100 LIVRE IIÏ. — GHAP. II. 

X 

Si Ton fait passer le terme - dans le second membre, Té- 
quation devient 

\ g V 

Si Ton élève les deux membres au carré, le radical disparaît 
et Ton obtient Téquation du second degré 
{fT\ 20? / a?\* 

ou, en développant, et multipliant par v% 

(4) x^ — av / a + - j X + aV = o. 
On en déduit 

(5) x=:.(a + ^)±«^(« + j)*-a% 
oti, en simplifiant. 

On voit que les racines sont réelles; elles sont positives, 
puisque leur somme et leur produit sont positifs. 

Il est évident à priori que* la question proposée admet 
toujours une solution et n'en admet qu*une; voici d'où pro- 
viennent Ifis deux racines positives. L'équation du problème 
est Téquation (i) ou Téquation (a) ; or nous remarquons 
que l'équation (3), obtenue par l'élévation au carré, n'est 
pas équivalente à l'équation (2) ; car, si l'on élève au carré 
les deux membres de l'équation 



(7) 






on obtient la même équation (3). Ainsi l'équation (5) com- 
prend, non-seulement les solutions de l'équation (2), mais 
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encore celles de Téquation (7). Il faut donc examiner quelle 
est celle des racines trouvées qui convient à la question. La 
première, celle qui est donnée par le signe + placé devant 
le radical, ayant une valeur plus grande que ar, rend néga- 

tive l'expression a , et satisfait par conséquent, non à 

l'équation (2), mais à l'équation (7) ; elle doit être rejetée. 
L'autre racine 



(8) 



. = .[a + ^;-Y/^(^+..)] 



a une valeur moindre que at) ; car la valeur du radical étant 

plus grande que -, la parenthèse est moindre que a ; elle 

satisfait donc à l'équation (a)^ c'est-à-dire à l'équation du 
problème. Ainsi la profondeur du puits est donnée par la 
formule {8)4 

156. Remarque. Pour résoudre la question précédente, 
nous avons élevé au carré les deux membres d*une équation 
irrationnelle, ce qui nous a conduit à une équation entière 
du second .degré, qui n'est pas équivalente à l'équation 
proposée. 

Représentons d'une manière générale par 

(1) A = B 

une équation quelconque. Si l'on élève les deux membres 
au carré, on obtient une équation 

(a) A»=B% . 

qui outre les solutions de l'équation (1), admet celle de 
l'équation 

(3) A=-B. 
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11 est clair que, si Tune ou l'autre des équations (i) et (3) 
est vérifiée, l'équation (2) Test également, et que, récipro- 
quement, si l'équation (2) est vérifiée, l'une ou l'autre des 
équations (1) et (3) est satisfaite. 

Considérons, par exemple, l'équation 

(i) X — 1 = ^3x — 5. 

Si l'on élève les. deux membres au carré, on obtient l'équa- 
tion du second degré 

(a) X* — 5x-f-6=o, 

qui admet, non-seulement les racines de l'équation (1) 
mais encore celles de l'équation conjuguée 



(3) X — 1 =— ^3a: — 5. 

Les deux racines de l'équation (2) sont a; = 2 et a; = 3; 
chacune d'elles rend positif le premier membre de l'équa- 
•tion (1), elles conviennent donc toutes les deux à Téqua- 
tion (1) et aucune d'elles ne vérifie l'équation (3). Ici, 
l'équation (2) est équivalente à l'équation (i). 
De même, si l'on voulait résoudre l'équation 



(4) i — x= ^Zx — 5, 

qui est la même que l'équation (3) , on serait encore amené 
àl'équation (2) ; les deux racines, rendant négatif le premier 
membre de l'équation (4)» conviennent à l'équation conju- 
guée (1) ; on en conclut que l'équation proposée (4) n'admet 
aucune solution. 
Considérons encore l'équation irrationnelle 

(5) x—i = >Jx^ — 'à, 

qui, par l'élévation au carré, conduit à l'équation du pre- 
mier degré 

ar = 2, 
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Cette valeur j5 = 2 , rendant positif le premier membre, con- 
vient à l'équation proposée. L'équation conjuguée 



X — 1= — ^x*— 3 
ou 

i — x=s^x* — 3 
n'admet aucune solution. 

Changement de iigne du trinôme du second degré. 

457. Reprenons l'étude du trinôme du second degré 
ax* -^ bx + Ci dans lequel la lettre x a une valeur quel- 
conque. On mettra d'abord ce trinôme sous la forme 
a{x* +px + q). Si, dans la parenthèse, on ajoute et on 

retranche ~-, afin de compléter le carré dont x^ + px sont 

les deux premiers termes (comme nous l'avons fait au n* 1&3), 
on a 

ax^ + bx + c = a[(x+^^\ (j-Q} 

Il y a trois cas principaux à considérer : 

1* Supposons que la quantité ^ q soit négative, ou la 

p> 
quantité g — y positive, c'est-à-dire que les racines du 

trinôme soient imaginaires. La parenthèse, étant la somme 
de deux quantités positives, reste toujours positive, et par 
conséquent le trinôme conserve le signe de son premier 
coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à x. 

2* Lorsque la quantité ^ g est nulle, c'est-à-dire quand 

les racines sont égales, la parenthèse est un carré parfait, 
et l'on a 

13 *: 
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Le trinôme conserve encore le signe de son premier 
coefficient a, quelle que soit la valeur de x; cependant le 

trinôme s'annule pour x = — 5. 

lorsque* les racines sont réelles et inégales, le trinôme se 
décompose en facteurs réels du premier degré, et Ton a 
(n<> lââ) 

ûx* + 6a? + c i= a(a; — a:f) (x — x"); 

nous appelons a?' la plus petite racine, x" la plus grande. 
Quand la valeur de x est comprise entre a?' et x", le facteur 
X — x' étant positif, le facteur x — x" négatif, leur 
produit est négatif et le trinôme a un signe contraire à celui 
de a. Quand la valeur de x est plus grande que x'\ les deux 
facteurs x — x\ x — x" étant positifs, leur produit est lui- 
même positif et le trinôme a le même signe que a. Quand 
la valeur de x est plus petite que a?', les deux facteurs étant 
négatifs, leur produit est positif et le trinôme a encore le 
signe a. En résumé, le trinôme a un signe contraire à celui 
de a pour toutes les valeurs de x comprises entre les deux 
racines a?' et x"i et il a le même signe que a pour toutes les 
valeurs de x non comprises entre les racines, c*est-â-dire 
plus grandes que la plus grande on plus petites que la plus 
petite. Il change donc deux fois de signe; une première f<^ 
quand x passe par la racine af\ une seconde fois quand x 
passe par la racine a/*^ et ces changements de signe s*opè* 
rent quand le trinôme s'annule. 

Ainsi, lorsqtie les racines sont égales ou imaginaires^ te 
trinùme du second degré conserve toujours le signe de son 
premier coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à la 
varic^le x; mais quand les racines sofU réelles et inégales, le tri- 
nômCi a}fant un signe contraire à celui de a pour les valeurs 
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de X comprises entre les deux racines^ et le mime signe que a 
pour toutes les valeurs de x non comprises entre les racines^ 
éprouve deux changements de signe. 

158. Remarque. D'après cela, sî pour deux valeurs par- 
ticulières attribuées à a?, le trinôme acquiert des valeurs de 
signes contraires, on peut affirmer que les racines sont 
réelles et que Tune d'elles est comprise entre les deux va- 
leurs attribuées à x. Soit, par exemple, le trinôme 

X* — 4^7 + 3. 
Si Ton domie à a; les valeurs o et s, le trinôme acquiert 
les valeurs de signes contraires 4- ^ ^^ — i ; on en conclut 
d'abord que les racines du trinôme sont réelles et inégales; 
car, si elles étalent égales ou imaginaires, le trinôme n'é- 
prouverait pa^ de changement de signe; en outre la va* 
leur 2 attribuée à x^ donnant un résultat négatif, et par 
conséquent de signe contraire au premier coefficient qui 
est ici égal k-^ i , est comprise entre les deux racines x* et 
xf'; la valeur o qui donne un résultat positif est inférieure 
à la plus petite racine x' ; il en résulte que la plus petite 
racine x' est comprise entre o et a, et la plus grande x'' su- 
périeure à 2. Effectivement ces deux racines sont i et 3. 

Cette remarque facilite beaucoup la discussion d'un 
grand nombre de problèmes. En voici un exemple. 

159. Question X. Le manomètre à air, servant à indiquer 
c la tension de la vapeur dans les machines à vâ* 

peur, se compose d'un tube recourbé, fermé à 
g une de ses extrémités G, et ouvert & l'autre ex- 



vi^ 



trémité E; le fond du tube ADB est rempli de 
mercure jusqu'à une certaine hauteur ; la capa- 
cité fermée AC est remplie d'air, et la vapeur, 
s'introduisant par la branche ouverte E, exerce 
sa pression sur le sommet B de la colonne de 
mercure. On suppose que les deux sommets A 
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et B de la colonne de mercure sont au même niveau quand 
la tension de la vapeur est égale à une atmosphère. Si a 
tension de la vapeur augmente, il est clair que le sommet 
A de la colonne de mercure s'élève en A', tandis que le som- 
met B s'abaisse en B'. 11 s'agit de déterminer le déplacement 
de la colonne de mercure pour une tension donnée de la 
vapeur. 

Nous supposons que le tube a partout même section. 
Appelons a la longueur AC, a? le déplacement AA' ou BB' de 
la colonne de mercure. Si nous évaluons les tensions par 
des colonnes de mercure , la pression atmosphérique sera 
représentée par la hauteur h de la colonne barométrique 
(A = o",76o). Quand la tension de la vapeur devient égale 
à n atmosphères, elle exerce une pression marquée par nh 
au sommet B' de la colonne de mercure ; la pression est la 
même dans l'autre branche, en F, au même niveau, Mais 
la pression en F est égale au poids de la colonne de mer- 
cure FA' ou 255, augmenté de la tension de l'air qui oc- 
cupe alors l'espace A'G. Quand l'air occupait le volume AG, 
sa tension était égale à la pression atmosphérique h ; sous le 
volume A'G, cette tension devient, d'après la loi de Ma- 

riotte, h . On a donc l'équation 

a — a? 



ou 

aa;' — (2û-l-nA)x + (n— i)ûA = o. 

Il est évident, d'après la nature de la question, que si 
la tension de la vapeur est plus grande qu'une atmosphère, 
c'est-à-dire si w > i, la colonne de mercure s'élèvera dans 
la branche fermée d'une quantité AA' plus petite que AG; 
l'inconnue îc doit donc admettre une valeur positive plus 
petite que a. On peut aisément le vérifier sur l'équation (i); 
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car si l'on donne à x successivement les valeurs o et a, le 
premier membre de l'équation, ou le trinôme du second 
degré, prend des valeurs de signes contraires + (n — i)ah 
et — àh\ d'après ce que nous avons dit, on en conclut que 
les deux racines de l'équation sont réelles , et que l'une 
d'elles est comprise entre o et a; c'est la plus petite, 
puisque la valeur a, qui donne un résultat négatif, est 
comprise entre les deux racines; l'autre racine, étant posi- 
tive et plus grande que a, ne convient pas à la question. 
On a donc 

aa + **A — v(3a + «A)* — 8(n— \)Qh 

X- - , 

ou, en simplifiant la quantité placée sous le radical. 



(a) x= ^^ i-^L , 

Lorsque la tension de la vapeur est moindre qu'une at- 
mosphère, c'est-à-dire lorsque n < i, le sommet A delà 
colonne de mercure s'abaisse, tandis que le sommet B s'é-- 
lève ; l'inconnue x a dans ce cas une valeur négative. On 
voit en effet que l'équation admet deux racines réelles de 
signes contraires., puisque le dernier terme est négatif; 

la souune algébrique des racines étant égale k a •\ , la 

racine positive est plus grande que a et ne convient pas à 
la question. La formule (2) donne donc la solution de la 
question dans tous les cas. 

Cas où^ dans ï équation du second degrés le terme constant 
a une valeur très-petite. 

160. Supposons que, dans l'équation du second degré 
ax*'\-bx-\-c-=Oy 
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Iç tçime coQâtai^t c soit très-petit en valeur absolue par rap* 
port au coefficient a. Nous supposerons aussi la quantité 
i*-^4ac positive afin que les racines soient réelles* Si Ton 
divise tous les termes par le premier coefficient a, l'équa- 
tion jdevient 

Le produit des racines étant égal à -, et par conséquent 

très-petit en valeur absolue, Tune des racines V sera très* 
petite en v^eur absolue^ La 3omme des racines étant égale 

à , l'autre racine a/' différera très-peu de • Si Ton 

a a 

conçoit que la valeur absolue du terme c diminue de plus en 

plus et tende vers zéro, le produit des racines tendant vers 

zéro, la racine très petite ô?' tendra aussi vers zéro, tandis 

que l'autre racme «" tendra vers la quantité fixe - ^. 

Il est facile de distinguer ces deux racines sur les formules. 
Pour fixer les idées, supposons que le coefficient 5 ait une 
valeur positive; la quantité 6' — l^ac différant très-peu 

de 6', la valeur du radical y/ft*— 4oc différera très-peu de 
la quantité positive b ; si Ton pose 



X"Z=2 



— b — \/b^ — 4ac 



aa 



On voit que la racine af est très«petite en valeur absolue et 

que la racine a?" diffère très-peu de . 

Dans ce qui précède, nous avons supposé le terme c très- 
petit par rapport au coefficient d; si les deux coefficients b 
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et c étaient tous deux très-^petits par rapport à a, le pro- 
duit des racines étant très-petit ainsi que leur somme, il 
est clair que les deux racines seraient très-petites en 
valeur absolue. Si les deux coefficients 6 et c tendaient 
vers zéro, les deux racines tendraient simultanément vers 
zéro. 

Cas oH le coefflcient du premier terme a um 'ealew 
très^petite. 

161. Examinons ce qui a lieu, lorsque, dans Téquation 
du second degré 

(i) ax*'{'bX'\-c = Oj 

le premier coefficient a est très-petit en valeur absolue par 
rapport à c. Nous supposerons encore la quantité 6' — /^ac 
positive, afin que les racines soient réelles. Le produit des 

racines - étant très-grand en valeur absolue. Tune des ra-^ 

cines est très -grande en valeur absolue; mais on ne voit 
pas ce que devient l'autre racine. On reconnaît mieux les 
propriétés des racines en transformant l'équation. 

Si l'on pose a: = -, en prenant y comme nouvelle inconnue^ 
l'équation (i) devient 

(a) €y*'\'by + a:^o;' 

le terme constant a étant très-petit en valeur absolue par rap- 
part au coefficient c, on sait quç Tune des racines y' de 
l'équation (a) est très-petite en v^epr ^solue, et que 

l'autre racine y" diffère très-peu de — -. Les deux valeurs 

de X, qui vérifient l'équation proposée, sont 00'= -7, x"=-^,; 

y y 

la première est très-grande ^n valeur absolue, la seconde dif- 
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fère très-peu de — ^. Si Ton imagine que le coefficient a 

diminue de plus en plus et tende vers zéro, puisque y' tend 
vers zéro, la première racine a;' augmentera indéfiniment en 

valeur absolue, l'autre racine a?" tendra vers la quantité — ^. 

On arrive aux mêmes conséquences à Taide des formules. 
Supposons encore le coefficient b positif, et désignons par a/ 
et x" les deux racines 

— b — sjy' — ùjac 

aa 

Le coefficient a étant très-petit, la quantité 6' — t^ac diffé- 
rera très-peu de 6% et v^6* — l^ac de 6 ; le numérateur de a?' 
sera à peu près égal à — 26. Le dénominateur 2a étant très^ 
petit, le quotient sera très-grand, et la racine a?' aura une 
valeur très-grande, abstraction faite du signe. On voit dnsi 
que, lorsque le coefficient a diminue et tend vers zéro, cette 
racine croît indéfiniment en valeur absolue. 
L'autre racine a?" conserve au contraire une valeur finie 

et tend vers la valeur — t-» quand a tend vers zéro. On 

remarque d'abord que le numérateur, étant à peu près 
égal à — 6 + 5, a une valeur plus petite. Cette racine est 
donc le quotient de deux quantités très-petites, et elle se 

présente sous la forme -, quand a tend vers zéro. Afin 

de reconnaître sa valeur, nous transformerons cette expresr 
sion en multipliant son numérateur et son dénominateur 
par — b — \Jb^ — t\ac , ce qui donne 

^, J,-b^r>f^^^=^)[-b-^!^^ 
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An numérateur, la première parenthèse étant la somme des 
deux quantités — b et ^6* — 4«c, la seconde la différence 
de ces deux mêmes quantités, le produit des deux paren- 
thèses égale la différence des carrés, et l'on a 

,,_ y— (y — ^ac) 4f£ 

aa( — b — v^i* — ^ac) 2a(— 6 — v^*^~4^ 
Si l'on supprime maintenant le factem* commun sa, qui 
rend les deux termes de la fraction très-petits, il vient 

X = — — _ 

L'expression mise sous cette forme, toute difficulté dispa- 
rait; le dénominateur différant très-peu de 26, la valeur 

c 
de x" est à peu près égale à — j-, et, quand a tend vers zéro, 

cette racine tend elle-même vers la valeur finie — 7- 



Au reste, lorsque a tend vers zéro, l'équation du second 
degré se réduit à une équation du premier degré 

bx-{'C=o. 

La racine a?" = — -r est précisément la solution de cette 

équation du premier degré. L'autre racine a?', devenant in- 
finie, disparaît. 

Si les deux coefficients a et 6 étaient très-petits en va- 
leur absolue par rapport à c, les deux racines de l'équa- 
tion (2) étant très petites en valeur absolue, les deux ra- 
cines de l'équation (i) seraient très-grandes. 

* Calcul numériqm des racines quand Tun des coeffi- 
cients c ou a est très-petit. 

162. Nous avons dit que lorsque, dans l'équation 
ax*+6x-^c=:o, 



202 tlVBE m. — CHAP. II. 

le terme connu c est trës*petit en valeur absolue par rap-* 
port au coefficient a, l'une des racines est très-petite en 
valeur absolue. Nous indiquerons un moyen rapide de cal- 
culer approximativement cette racine. En faisant passer 
les termes ax* + c dans le second membre, nous mettrons 
l'équation sous la forme 





^=- 






si l'on pose, 


pour abréger, 








»=:= — 


i.f=- 


a 


cette équation devient 






(i) 


X:= 


:«t + pX». 





D'après l'hypothèse faite, la quantité a est très-petite en 
valeur absolue, et le coefficient p, sanë être petit, n'est 
pas très-grand. Le second terme ^x* a ime valeur très- 
petite relativement à celle de oo ; car le rapport de ce terme 
à X est égal à la quantité très-petite ^ ; si donc on né- 
glige ce terme, on a une première valeur approchée de 
l'inconnue 

Si maintenant, dans le second membre de l'équation (i), 
on remplace a; par sa valeur approchée a, on obtient une 
seconde valeur. 

beaucoup plus approchée que la première. Ordinairement, 
dans la pratique, cette seconde valeur est suffisamment 
approchée. Cependant, si l'on veut une approximation en- 
core plus grande, on la substituera dans le second membre 
de l'équation (i), ce qui donnera une troisième valeur en- 
core plus approchée, et ainsi de suite* 
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i63# Lorsque, dans l'équation 

QX^ + ia; + c = o, 

le premier coefficient a est très-petit en valeur absolue par 
rapport à c, nous savons que l'une des racines est très- 
grande en valeur absolue, tandis que l'autre conserve une 
valeur finie. On peut calculer approximativement cette 
seconde racine par la méthode indiquée précédemment 
En effet, si l'on met l'équation sous la forme 

ou 

(i) x=^+^x\ 

on remarque que le coefficient p est très-petit en valeur 
absolue et que la quantité a n'est pas très-grande. Le se- 
cond terme ^o?' a une valeur très-petite relativement à celle 
de x\ car le rapport de pa;' à x est ^x^ quantité très-petite. 
Si donc on néglige ce second terme, on aura une première 
valeur approchée de l'inconnue 

Si maintenant, dans le second membre (Je l'équation (i), 
on remplace x par sa valeur approchée a, on obtiendra une 
seconde valeur 

beaucoup plus approchée que la première, et ainsi de 
suite. Cette méthode est connue sous le nom de méthode 
des approximations successives. On l'emploie fréquemment 
en astronomie. Quelques exemples en feront bien com- 
prendre l'usage* 

Exemples» 

I* Soit l'équation 
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Le terme connu ayant une valeur très-petite, Tune des 
racines est très-petite en valeur absolue, l'autre voisine 
de — 1. Pour calculer la première racine; nous écrirons 
l'équation sous la forme 

X = 0,001 — x\ 

Négligeant le second terme qui a une valeur très-petite re- 
lativement à Xi nous avons une première valeur 

X^ =0,001 

approchée par excès. Substituant dans le second membre 

cette première valeur approchée, nous aurons une seconde 

valeur 

a:, =0,001 —0,000001 =0,000999, 

approchée par défaut. En remplaçant dans le second mem- 
bre X par cette seconde valeur approchée a:,, on aurait une 
troisième valeur approchée par excès, et ainsi de suite. 
Nous bornant à la seconde approximation, nous prendrons 
pour valeur de la racine cherchée 

a: = 0,000999. 

La somme des racines étant égale à — 1 , l'autre racine 
a pour valeur approchée — 1,000999. 

2* Soit l'équation 

o,ooiar* + « — 1 =0. 

Le coefficient de x^ étant très-petit, l'une des racines est 

très-grande en valeur absolue, tandis que l'autre diffère 

peu de 1. Pour calculer celle-ci, nous écrirons l'équation 

sous la forme 

x= 1 — o,ooix*. 

Négligeant le second terme, qui a une valeur très-petite 
relativement à a:, nous avons la première valeur 

approchée par excès. Substituant dans le second membre 
cette première valeur approchée , nous avons la seconde 
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valeur 

a: = 1—0,001=0,999 

approchée par défaut, et ainsi de suite. 

Nous arrêtant à la seconde approximation , nous pren- 
drons pour valeur de la racine cherchée x = 0,999. 

L'équation admet une autre racine, très-grande en 
valeur absolue. La somme des deux racines étant égale à 

, c'est-à-dire à — looo, nous aurons pour valeur 

0,001 ^ ' ^ 

approchée de cette seconde racine 

x = — 1000—0,999 = — 1000,999. 

3° Soit l'équation 

o,o3j:r' — 5j? -}- 7 = o, 
ou 

a; = ^ -f- -~-j?'= 1,4-f 0,006a;*. 
5 5 

Première valeur approchée par défaut 

x^ = 1,4. 

Seconde valeur aussi approchée par défaut 

a?, = 1,4+ 0,006X1,4 =i)4i»7^* 
ou, plus simplement a; = 1 ,4 1 2. 

La somme des racines étant égale à = ou à 166,667, la 

0,00 

plus grande racine est approximativement 1 65, 2 55. 

4° Nous avons vu que la profondeur d'un puits déter- 
minée par la chute d'une pierre (n* i55), est donnée par 
la plus petite racine de l'équation 



~ — a (a+- --}-a«=o; 



d'où 






H) 'hr 
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La vitesse c du son est de 34o mètres par seconde, la 

constante g est égale à 9,8088, Ordinairement la quantité - 

est une fraction a^ez petite; car les puits les plus profonds 
dépassent rarement 100 mètres, le second terme du second 
membre sera donc très-petit par rapport au premier terme. 
En le négligeant, on aura une première valeur approchée 

On obtiendra ensuite des valeurs de plus en plus rappro- 
chées par la méthode des approximations successives. 

Supposons, par exemple, qu*il se soit écoulé 5 secondes 
entre le moment où on a lâché la pierre et celui où le bruit 
est arrivé à Toreille. On trouvera, pour la première valeur 
approchée 

Î;= 2(5 + 34,663) = ^^^'^'^- 
On remplacera ensuite - par cette valeur dans le second 

membre de Téquation , et Ton aura pour seconde valeur 
approchée 

X 

- =:o,3i5i5 + o,obia5s=o,3i64, 

d*OÙ 

a?=io7*,6. 
5° Soit l'équation 

a;*-f- 2x — 0,1 =0, 

que Ton écrira sous la forme x = o,o5 . 

s 

La petite racine a pour première valeur approchée 

a;=o,o5, 
pour seconde valeur approchée 

X = o,o5 — 0,00135 = 0,04875. 



CHAPITRE III. 

DES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM QUI PEUVENT SE 
RÉSOUDRE PAR LES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 



164. Lorsqu'une grandeur variable, après avoir aug- 
menté pendant un certain temps , diminue ensuite , elle 
passe par une valeur plus grande que les valeurs voisines, 
celles qui précèdent et celles qui suivent immédiatement ; 
on dit qu'elle passe par un maximum. 

Au contraire, lorsqu'une grandeur variable, après avoir 
diminué pendant un certain temps, augmente ensuite, elle 
passe par une valeur plus petite que les valeurs voisines^ 
celles qui précèdent et celles qui suivent immédiatement i 
on dit dan^ ce cas qu'elle passe par un mnimum. 

Considérons» par exemple, la section par un plan ver-* 
tical d'un terrain accidenté, et supposons que l'on mesure 




les hauteurs des différents points de cette tourbe au-dessus 
du plan horizontal GH. Le sommet A d'une colline sera un 
maximum, le fond B d'une vallée un minimum. Si l'on par-- 
court cette ligne dans le sens KL» après s'être élevé jus^ 
qu'au point A, on descendra ensuite de A vers B ; la hau- 
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teur AA' du point A. est plus grande que celle des points 
voisins, d'un côté ou de l'autre; c'est un maximum. En 
continuant le mouvement, on descendra jusqu'au point B 
pour monter ensuite de B vers G ; la hauteer BB' du point B 
est plus petite que celle des points voisins, d'un côté ou de 
l'autre; c'est un minimum. On trouve ensuite un nouveau 
maximum GC, etc. ' 

Nous étudierons quelques questions simples qui peuvent 
être résolues par des polynômes ou des équations du se- 
cond degré. 

165. Question I. Étudier la variation du produit de deux 
nomires dont la somme est constante. 

Première méthode. Appelons a la somme donnée, x l'un 
des nombres variables ; l'autre sera a — a? et le produit x 
aura pour valeur 

y^x{a — x). 

Faisons varier a? de o à a; quand a; = o, le produit y est 
nul ; quand x atteint la valeur a, le produit redevient nul. 
Ainsi la quantité y est partie de zéro pour revenir à zéro ; 
dans l'intervalle elle a pris une série de valeurs positives 
finies; elle a augmenté d'abord pour diminuer ensuite; elle 
a donc passé par un maximum. 

Pour étudier la variation de ce produit, nous l'écrirons 
sous la forme suivante 

La quantité y est la différence de deux quantités positives, 
Tune fixe, l'autre variable ; elle atteint sa plus grande valeur 

ou son maximiun y-, quand le terme à retrancher ( x) 

est nul, c'est-à-dire lorsque a? = -, et alors l'autre partie 
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a — a? est aussi égale à -. Ainsi, te produit de deux fac- 

teurSf dont la somme est constante^ est maximum, quand ces 
deux fadeurs sont égaux entre eux. 

Il est facile de suivre les variations qu'éprouve le pro- 
duit y quand x varie de o à a. Quand x croît d'une manière 

continue de o à -, le terme à retrancher f xj dimi- 
nuant de plus en plus, la quantité y augmente d'une ma- 
nière continue de zéro à la valeur maximum -7- ; quand x 

4 

dépasse - et varie de - à a, le terme à retrancher ( x) 

ou (a? j augmentant de plus en plus, y diminue au 

a' 
contraire de -7- à zéro. Si l'on fait croître x au delà de a, 
4 

l'autre partie a — x devient négative et croît en valeur 
absolue, leur produit x{a — x) devient négatif et croît 
aussi en valeur absolue; donc la valeur relative de y dimi- 
nue indéfmiment II en est de même si l'on donne à o? des 
valeurs négatives. 

A cette question abstraite correspond la question géomé- 
trique suivante : Étudier la variation de la surface d'un 
rectangle dont le périmètre est donné. Car si l'on appelle 2a 
le périmètre donné, x la base, a — x étant la hauteur, la 
surface sera représentée par le produit x {a — x) de deux 
facteurs dont la somme est constante. Nous avons vu que 
ce produit acquiert sa valeur maximum quand les deux 
facteurs sont égaux entre eux ; ainsi, de tous les rectangles 
de même périmètre, le plus grand est le carré. 

Il est aisé de suivre la variation du rectangle : quand 
05 = o, la hauteur est égale à a et le rectangle se réduit 
à une ligne droite de longueur a; Taire est nulle. Si Ton 

14 
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fait croître la base « de o à -^, Faire augmente progressi- 

2 

vement de o à la valeur maximum -j-. La base x conti- 

h 

nuant à croître de - à a, Taire diminue de cette valeur 
â 

maximum à o ; à la fin, quand a? = a, la hauteur étant 

nulle, le rectangle se réduit de nouveau à une ligne droite, 

et Taire redevient nulle. Dans cette qiiesticm géométrique, 

la variable x ne peut ni dépasser Of ni prendre des valeurs 

négatives. 

A la même question se rattache encore cet autre problème 

de géométrie: Étudier la variation de la surface d'un 

triangle de hase et de périmètre constants. Si Ton appelle aj? 

le périmètre donné, a le côté constant, 6 et c les deux côtés 

variables, on sait que la surffice du triangle est ej^prwftée 

par la formule 

\/pip—o){p — à)(p—c). 

Nous pouvons faire abstraction des deux facteurs constants 
p, p — a et considérer seulement les deux facteurs variables 
p — &, p — c, dont la somme 2p — b — c ou a est constante. 
Si Ton représente par x le premier facteur, le second étant 
a — 07, on a à considérer le produit x {a — x); d'ailleurs x 
varie de o à a; le produit acquiert sa valeur maximum 
quand tes deux facteurs sont égaux entre eux ; il s'ensuit que 
le triangle maximum est le triangle isocèle. Plus les deux 
côtés variables diffèrent entre eux, plus la surface du 
triangle est petite. 

166. Deuxième méihode. On peut traiter la questii>n pcé" 
cédente par une autre méthode dont nous nous servirons 
par la suite; proposons-nous d'abord la question suivante : 
Partager le nombre a en deux parties dorU le produit soù 
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égal à une quantité donnée m. Si Ton désigne ces deux par- 
ties par X et y, on a les deux équations 

xy =. m. 

On connaît la somme et le produit des deux inconnues x 
et y ; par conséquent ces deux inconnues sont les deux ra- 
cines de l'équation du second degré 

w* — aw + m = o. 
Ainsi les valeurs de a? et de y sont données par la formule 






m; 



l'une des racines est la valeur de x. l'autre celle de w. 
-, • ' . il. / <> .. f. p . 

La question n'est possible que si les racines sont réelles ; 
il faut donc que la quantité placée sous }p radicaj soit posi- 

tive, c'est-à-dire que le produit m soit moindre que y 

D'autre part, on peut donner à m une valeur quelconque 

moindre que -r-; car à une telle valeur correspondent deux 
4 

* racines réelles, c'est-à-dire un mode de partage qui la four- 
nit. Ainsi le produit m prend toutes les valeurs plus petites 

a' 

que -7-, et n'en prend aucune plus grande; sa vçileur la plus 

grande, ou son maximum, est -r. Mais, lorsque m = — , le 

4 4 

radical est nul et les deux racines sont égales ; le produit . 
acquiert donc sa valeur maximum, quand on partage le 
nombre a en deux parties égales. 

167. Question II. Étudier îcp variation de la somme des 
carrés de deux nombres dont la somme est constante. 
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Première méthode. Appelons a la somme donnée, x l'un 
des nombres variables, l'autre sera a — a; et la somme y de 
leurs carrés sera représentée par 

Cette expression peut être mise sous la forme suivante 
y=2a;' — 2ar4-a*=a(jr' — ax-] — )=^\ (^* — û^+tJ+I r) j 



ou 



y=7 + "S-^)*' 



La quantité y est la somme de deux quantités positives, 
Tune fixe, l'autre variable. Si Ton fait croître a: de o à -, 

2 

a* 
le terme variable diminuant, y diminue de a* à — ; a? con- 
tinuant à croître de - à a , le terme variable filx ) 

augmentant, y augmente de — à a'. Ainsi, la quantité y 

diminue d'abord pour augmenter aisuite; elle passe donc 

par un mmmium. Ce minimum — a heu pour a? = - , c est- 

à dire quand on partage le nombre donné a en deux par^ 
ties égales. 

Si l'on fait croître x au delà de a, l'autre partie a — a 
devient négative, mais son carré reste positif, et la somme 
augmente indéfiniment. Il en est de même si l'on donne à x 
des valeurs négatives. 

A cette question algébrique se rattache Y élude de la va- 
riation du carré inscrit dans un carré donné. Si sur les côtés 
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du carré donné ÂCBD , à partir des sommets et en tour- 
nant dans le même sens, 
on porte quatre longueurs 
égales AE, BF, CG, DH, 
et si Ton joint les points 
ainsi obtenus, on forme 
un carré inscrit EFGH. 
Appelons a le côté du 
carré donné, x la lon- 
gueur variable AE , Taire 
y du carré inscrit est re- 
présentée par l'expression 

que nous avons mise sous la forme 



G' ^--^ 


^"""^'^ G 


F* 

\ ■ 


a1 




^ 


\ 


H' 


<^^' 



y = --f.3 



e-')' 



Faisons varier a; de o à a; quand 05=0, le carré inscrit 
coïncide avec le carré donné ABCD, Taire est égale à a* ; 

X croissant de à -, Taire du carré inscrit diminue de 
2 

a* à — ; X continuant à croître de - à a. Taire croît de — 
2 22 

à a*; enfin, quand x devient égal à a, le carré inscrit 

coïncide de nouveau avec le carré donné. Ainsi, Taire du 

a* 
carré inscrit diminue d'abord de a' à —, pour augmenter 

ensuite de — • à o* ; elle passe donc par une valeur mini- 
mum —, et Ton obtient ce carré minimum en joignant les 

milieux des côtés du carré donné. 
Si Ton prolonge indéfiniment les côtés du carré donné. 
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toute restriction disparaîtra, et Ton pourra donner à x des 
valeurs positives plus grandes que a et aussi des valeui's 
négatives (le carré inscrit ET'G'H' correspond à une valeur 
AE' plus grande 'que a). De cette manière le carré inscrit 
augmente indéfiniment. 

A cette même question se rattache encore Y étude de la 
variation de la diagonale' d'un rectangle dont le périmètre est 
constant. Car si Ton appelle 2a le périmètre donné, x la 
basé, à — a? la hauteur, la diagonale y sera 

y= s/x^-\-[a — x)*. 

Quand 0?= o, le rectangle se réduit à une ligne droite de 
longueur a et la diagonale est égale à a. Si Ton fait croître x 

de o à -, la diagonale diminue de a à -p:; x continuant 

à croître de - à a, la diagonale augmente de -y= à a ; à la 

^ , . V^ 

fin, quand J5 = a, le rectangle se réduit de nouveau à 
une ligne droite et la diagonale redevient égale a a. Ainsi 

la diagonale acquiert sa valeur minimum pour a? = - , c'est- 
à-dire quand le rectangle est un carré. 

Les deux côtés du rectangle ayant des valeurs essentielle- 
ment positives, on ne peut pas faire croître x au delà de a, 
ni lui donner des valeurs négatives; la diagonale a donc 
sa plus grande valeur a pour x = o ou x = a^ c'est-à-dire 
quand le rectangle se réduit à une ligne droite. 

168. Deuxième méthode. Proposons-nous d'abord la 
question suivante : Partager le nombre a en deux parties 
telles que la somme de leurs carrés soit égale à m. En appe- 
lant X et y ces deux parties, on a les deux équations 

X + y = a, 
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Nous connaissons déjà la somme des deux inconnues; si 
nous pouvions trouver leur produit, nous obtiendrions ces 
deux inconnues par une même équation du second degré. 
Or ceci est facile. En élevant au carré les deux membres de 
la première équation, on a 

x^ + iixy -|- y* = a* ; 

si l'on en retrancbe la seconde, on trouve 

fàxy=:a^ — m, 

d'où 

tt* — m 
xy=: — - — . 



Ainsi les inconnues x et y sont les deux racines de Téqua- 
fion du second degré 

a' — w 

u* — ûw -j = o ; t 

a 

elles sont données par la formule 

Tune des racines est la valeur de a?, l'autre celle de y. 

Pour que la question soit possible, il faut que la quantité 
placée sous le radical soit positive; c'est-à-dirè.que la va- 

leur de m soit plus grande que — -. D'autre part, on peut 

a* 
donner à m une valeur quelconque plus grande que — -; 

car à une telle valeur correspondent des valeurs réelles 
de X et de y. Ainsi la quantité m prend toutes les valeurs 

a' 
plus grandes que — et n'en prend aucune plus petite ; sa va- 
leur la plus petite, ou son minimum, est — . Lorsque m = — , 
les deux racines sont égales ; la somme des carrés acquiert 
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donc sa valeur minimum, quand le nombre a est partagé en 
deux parties égales. 

169. Question III. Les questions que nous avons trai- 
tées jusqu'à présent rentrent dan? la question générale sui- 
vante: étudier la variation du trinôme du second degré 
ax' + bx + c. 

Nous avons vu (157) que le trinôme du second degré, 
dont nous désignons la valeur par y, peut être mis sous la 
forme 

Si, pour simplifier, on représente par A la quantité con- 
stante a Iq — y) î 6t 9^® l'on pose x= — - + z, on a 

Le binôme, mis sous cette forme, se compose de deux par- 
ties, l'une A constante, l'autre az^ variable et de même 
signe que a. Lorsque le coefficient a est positif, la valeur 
de y reste constamment supérieure à la quantité A ; elle 
acquiert sa plus petite yaleur A, ou son minimum, quand 

2=0 ou a? = -^ -. Si l'on fait croître jz de — 00 à o et 

ensuite de o à + o^? la valeur de y décroît de + 00 à A, 
pour croître ensuite de A à + 00. 

Lorsque le coefficient a est négatif, la valeur de y reste 
constamment inférieure à A; elle acquiert sa plus grande 

valeur A, ou son maximum, quand z = o ou x = — -. 

Si l'on fait croître js de — 00 à et ensuite de o à + <», 
la valeur de y croît de — qo à A, pour décroître ensuite 
de A à — QO. 
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170. Question IV. Étudier la variation de la sur faee totale 
du cylindre inscrit dans un eùne 
donné. 

Désignons par r le rayon OA de 
la base du cône, et par h sa hau- 
teur SO; appelons x le rayon OC 
de la base du cylindre inscrit, y la 
hauteur OG. Les triangles sem- 
blables EGA, SOA donnent la pro- 
portion 




d'où (i) y. 



A(r- X) 



La surface totale S du cylindre a pour expression 

et, en remplaçant y par sa valeur 

(a) S=aiua?|A-| x \. 



Il y a plusieurs cas à considérer, suivant que le cône 
donné a une forme plus ou moins allongée, i** Supposons 
d'abord la hauteur h du cône moindre que le rayon de 

r k 

la base, c'est-à-dire le cône très-aplati. La quantité 

étant positive, on voit que la surface augmente à mesure 
que X augmente; si donc on fait croître a? de o à r, la sur- 
face ira constamment en augmentant de o à 27cr'. Au 
commencement, quand a: = o, le cylindre se réduit à la 
ligne droite OS et la surface est nulle; à la fin, quand 
j5 = r, la hauteur étant nulle, le cylindre coïncide avec 
la base du cône et la surface devient égale à aicr*. Entre 
ces deux limites, la surface va continuellement en aug- 
mentant, sans alternative de décroissance. 
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2** Supposons maintenant ft > r. Texpresslon de la sur- 
face deviendra 

r. à — r "1 

S = 2TZX h X I , 

h — r \ hr "1 



OU 



ft f 

Né^îgeahtle facteur constant positif aie , nous pou- 
vons nous borner à considérer le produit 

des deux facteurs variables. La somme de ces deux facteurs 
est constante; mais il ne faut pas en conclure immédiate- 
ment que le produit acquiert sa valeur maximum quand 
les deux facteurs sont égaux entre eux; il faut pour cela 
que ces deux facteurs puissent eflfectivement devenir égaux 
entre eux, ce qui n'a pas toujours lieu, comme nous allons 
le voir. Par une transformation que nous avons déjà faite 
plusieurs fois, mettons le produit sous la forme 

AV' / hr Y 

^[h — rY \^[h—r) ^)' 

Le rayon x de la base du cylindre n'est susceptible de varier 
que de o à r. Si l'on a 

hr 

<,[h — r)^''' 

c'est-à-dire ft < 2r, quand x croît de o à r, la quantité 

hr 

reste positive et diminue sans devenir égale à zéro; la sur- 
face (lu cylindre va en augmentant continuelleiuent depuis 
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le commencement jusqu'à la fin, comme précédemment. 
Dans ce cas, les deux facteurs du produit ne deviennent pas 

égaux entre eux, ce qui exigerait que l'on eût x = -jr r^ ; 

la surface arrivé à sa plus grande valeur quand x = r, 
c'eist-à^re quand les facteurs diffèrent le moins possible 
l'un de l'autre. 

Ht 
Supposons maintenant -77 r < r, ou A > 2r; a? va- 

s (/i — ^ j 

rîàîit dé o à 7-77 r, la surface augmente de à —77 .-; 

2(fc — r) ^ 3(/i— r) 

X continuant à croître de —tt r à r, la surfece (iiminùe de 

2(ft — r) 

cette valeur ~r r-iusqu à la valeur extrêfne â-rcr*. Ainsi 

la surface passe par un maximum pour x = 



2{h-r)' 

dans ce cas, les deux facteurs du produit dont nous avons 
parlé deviennent égaux entre eux. 

En résumé, si l'on fait croître j? de à r : 1° quand 
ft < 2r, la surface du cylindre inscrit va en augmentant 
continuellement depuis le commencement jusqu'à la fin; 
2° quand h > 2r, la surface augmente de zéro jusqu'à une 
certaine valeur maximum, puis diminue de ce maximum 
jusqu'à 2'rcr'. 

171. Question V. Étudier la variation du volume d'un 
cône circonscrit à une sphère donnée. 

Soit AB un diamètre fixe de la sphère; menons par le 
point A un plan tangent à la sphère et sur le prolonge- 
ment du diamètre AB prenons un point quelconque S pour 
sommet du cône circonscrit. Si le sommet S se rapproche 
du point B, le cône, s'évÉ^ant de plus en plus, augmente in- 
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définiment; si, au contraire, le sommet S s'éloigne du 

point B, le cône, s* allongeant 
de plus en plus, et ayant tou- 
jours une base plus grande 
qu'un grand cercle de la 
sphère, augmente aussi indé- 
finiment. Ainsi, lorsqu'on fait 
glisser le sommet S sur le 
prolongement du diamètre à 
partir du point B, on voit que 
le cône circonscrit, d'abord infiniment grand, commence 
par diminuer pour augmenter ensuite et redevenir indéfini- 
ment grand, il passe donc par une valeur plus petite que 
toutes les autres, c'est-à-dire par un minimum. 
Le volume du cône a pour mesure 

iirÂc'xSA. 
Appelons r le rayon de la sphère et x la distance BS. On a 

SA = 2r 4- ^. 

Les triangles semblables SAG, SOD donnent la proportion 

AG_SA 
OD^SD' 

d'où l'on déduit, en remarquant que la tangente SD, 

moyenne proportionnelle entre SA et SB, égale v/x(2r-|-jj), 

va? (ar + a?) ^ 

Si l'on remplace les quantités AG et SA par leurs valeurs, 
le volume du cône aura pour expression 



|irr' 



J^r + xY 



Pi-oposons-nous d'abord cette question : circonscrire à la 
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3phère un cône de volume donné. Si, pour simplifier, nous 

représento] 
l'équation 



représentons le volume donné par ^ Tzr^m^ nous aurons 



! — ^ = 4m, 

X 

qui, mise sous forme entière, devient 

(1) x^ — (\\jn — r\x -\- (\r^ = o. 

On en déduit 



a?= 2(m — r) ±2^/(771 — r)' — r*, 
et, en simplifiant la quantité placée sous le radical, 

a?=2(m — r)db 2 vm(m — ar). 

Pour que x soit réelle, il est nécessaire et il suffit que k 
quantité positive m soit plus grande que' ar; donc m a un 
minimum ar, et quand on donne à m cette valeur oç trouve 
a? = ar. Ainsi le plus petit cône S'G'E' circonscrit à la sphère 
a une hauteur S'A double du diamètre de la sphère ; le 

volume de ce cône minimum est ■= icr'; c'est le double du 

volume de la sphère. 

A toute valeur de m plus grande que ar correspondent 
deux valeurs de x réelles et positives; il existe donc deux 
cônes ayant un même volume quelconque plus grand que le 
minimum; la hauteur de l'un est plus grande que la hau- 
teur S'A du cône minimum, celle de l'autre est plus petite. 
En eiFet, si dans le premier membre de l'équation (i) on 
remplace x par ar, on a un résultat négatif 8r (ar — m) ; 
donc l'une des racines est plus petite, l'autre plus grande 
que ar. 

Ce qui précède montre bien que, lorsque x croît de o 
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à ar, le volume du cône diminue de l'infini à sa valeur mi- 

Q 

pimufla ^ ^^r^ et que, lorsque x continue à croître au delà 
de 2r, le volume augmente ensuite indéfiniment. 
172. Question VI. Étudier la variation de la fraction 

x^^—6x+ 11' 

dans laquelle x désigne une variable réelle arbitraire. 

Proposons-nous d'abord de trouver les valeurs de a; q|ii 
rendent cette fi^action égale à une quantité y. Nous aurons 

l'équation 

ax^ + 6 _ 

x^^ex + ii"^' 

(y — 2)a?'— eyx + iiy— 6 = 0, 
d'où l'on déduit 

jj _— — — _ 

et, en simplifiant, 



% ± y/— ay' + 28y — 12 

X — — • 

t/— 2 

Pour que x soit réelle, il est nécessaire et il suffit que la 
quantité placée sous le radical soit positive. Ainsi la quan- 
tité y prendra toutes les valeurs qui rendent positif le 
trinôme 

— 2y^+28y— 12, 

et n'en prendra pas d'autres. Le trinôme, ayant ses racines 
réelles, se décompose en facteurs du premier degré et 
s'écrit 

-^(y-y')[y-f)> 

ou 

Ay — y'){y"-y)y 
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Nous appelons y' h plus petite racine, y" la plus grande. 
Le trinôme est positif pour toutes les valeurs de y com- 
prises pptre y' et y" , et il est négatif pour tputes les autres 
yajeurs. Ainsi, quand la variable x parcourt toute Téchelle 
4e«i grandeurs, la fraction proposée y varie entre y' et y'', 
sans jamais sortir de ces limites. La limite inférieure y' est 
un minimum, la limite supérieure y" un maximum. 

Comme \/43 = 6,557 ^ 0,001 près, le minimum de la 
fraction est y' = o,443, le maximum y"= 13,557. La va- 

leur de a? gui rend la fraction minimum est x' = . ^ = 

y— 2 

— 0,854; celle qui la rend maximum est x"= -fr^ — 

y —2 

= 3,519. A toute valeur de y comprise entre y' et y" cor- 
respondent deux valeurs différentes de x. 

Nous pouvons maintenant nous rendre compte de la va- 
riation de la fraction prpposée, quand x varie d'upe ma- 
nière continue de — qo à + ^' Examinons d'abord ce que 
devient cette fraction, quand on donne à x une valeur nu- 
mérique très-grande, positive ou négative. Pour cela, nous 
diviserons par x^ le numérateur et le dénominateur, ce 
qui donne 



XX* 



quand x est très-grand numériquement, les quantités 
-5,-, —3 sont très-petites, et la fraction diffère très-peu 

XXX 

de la valeur 2; ceci nous apprend que la fraction tend 
vers la valeur 2 quand x augmente indéfiniment en valeur 
absolue. Si donc on fait croître x d'une manière continue 
de — 00 à — 0,854, la fraction proposée ira en diminuant 
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de la valeur 2 à la valeur minimum 0,44^; ^ croissant en- 
suite de — 0,854 a. 3,519, ** fraction ira en croissant du 
minimum o,443 au maximum i3,557; ^ dépassant enfin 
3,5 1 9 et croissant indéfiniment, la fraction ira en diminuant 
du maximum 1 3,557 ^ ^^ valeur 2. Il est à remarquer que 
la fraction passe deux fois par chaque valeur intermédiaire 
entre le minimum et le maximum ; il faut en excepter toute- 
fois la valeur 2; la fraction ne passe pas précisément 
deux fois par la valeur 2 ; car cette valeur doit être consi- 
dérée comme la valeur, limite vers laquelle tend la firac- 
tion, quand x s'éloigne vers rinfini positif ou vers l'infini 
négatif. 

173. Qu£STi0N VIL Étudier la variation de la fraction 

Si nous cherchons les valeurs de a? qui rendent la ô'ac- 
tion égale à y, nous avons l'équation 

oî*— 6ya? + 7y+5 = o, 
d'où 

X = 5y±:v/9y«— 7y— 5. 

La fraction y prendra toutes les valeurs qui rendent positif 
le trinôme 

Ce trinôme ayant ses racines réelles (y* = — o,452, 
%f = 1 ,23o) se décompose en facteurs réels et se met sous 
la forme 

9(y-y')(y-y"), 

Il est négatif pour les valeurs de y comprises entre y' et y"; 
mais il est positif pour toutes les valeurs de y plus grandes 
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que y" ou plus petites que y'. Ainsi la fraction y admet deux 
séries de valeurs : Tune, commençant à y" et s'élevant 
à + ^ ; l'autre commençant à y' et descendant vers — oo. 
La valeur y" est le minimum de la première série, elle est 
donnée par a; = 3y" = 3,690 ; la valeur y' est le maximum 
de la seconde série, elle est donnée par a? = 3y' = — 1 ,336, 

Remarquons que les mots maximum et minimum n'ont 
pas ici un sens absolu, mais seulement un sens relatif. La 
valeur y" est la plus petite de toutes celles de la première 
série ; mais elle est plus grande que les valeurs de la seconde 
série. De même, la valeur y' est la plus grande de toutes 
celles de la seconde série; c'est un maximum relativement 
à cette seconde série. 

Ainsi , la fraction proposée varie de y" à + ^ et de 
y' à — 00; elle parcourt toute Téchelle des grandeurs, 
sauf la portion comprise entre y' et y". Il faut remarquer 
que la fraction saute brusquement de — à + c», quand 

X passe par la valeur ^. En effet, quand x est un peu plus 
petit que |, la fraction est négative et très-grande en va- 
leur absolue; dès que x dépasse un peu ^, la fraction de- 
vient positive et très-grande. 

Si Ton divise le numérateur et le dénominateur par x, 
ce qui met la fraction sous la forme 

X 

x 

on voit que, pour de très-grandes valeurs de a?, le numé- 
rateur différant très-peu de x^ et le dénominateur de 6, la 

15 
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fraction est à peu près égale à ^. Elle a des valeurs très- 

granded et de même edgne que x. 

Il résulte de tout ce gui précède que si l'on fait croître â$ 
dOM». CA à «^ i«3fi6» la fraction ta en croissant de ^^m au 

maxîinum — 0,452 ; x continuant à croître de — i ,356 à L 

la fraction va en décroissant de ^^ o,4&â à -^ qo« Quand « 

passe par la valeur^, la fraction Sâute brusquement dé 

— ex> à + c»; « cfoissant ensuite de ^ à 3,690, la fraction 

décroit de + Q^ au minimum 1,280; a^ dépassant 3,690 et 
croissant jusqu'à -(^ ^t la fraction va en croissant de i,s3o 
à 4- Qo« 

17à. QuÉstïoN Vin. Étudier ta variation de la fraction 

2X — 4' 

En égalant cette fraction à y et résolvant réquation* on 
trouve 

Le trinôme placé sous le radical ayant ses racineâ imagi^ 
ginairest peut se mettre sous la forme d'une somme de 
deux carrés 

(y — 2)*+i; 

il reste constamment positif, quelle que soit la valeur de y. 
Ainsi la quantité y peut recevoir toutes les valeurs possi- 
bles, et la fraction proposée parcourt toute l'échelle des 
grandeurs de — 00 à + qo. 

La fraction saute brusquement de + o» à — c/:), quand x 
passe par la Valeur 2. D'autre part, si l'on divise le numé- 
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rateur et le dénominateur par œ^ elle s'écrit 

5 

30 



et devient à peu près égale à - pour de très-grandes 

valeurs de x positives ou négatives. On conclut de là que, 
quand x varie de — oo à + s, la jfraction va en augmen- 
tant de — oo à + oo ; x passant par la valeur 2, la fraction 
saute brusquement de + 00 â — o^; x variant ensuite de 2 
à + 00^ la fraction croit de nouveau de — o» à + o^ï par- 
courant uiie seconde fois toute T échelle des grândêurd. 

D'après ce que nous avons dit, la fraction parcourt deux 
fois toute l'échelle des grandeurs; dans chacun de ces 
mouvements, elle va en augmentant continuellement sans 
éprouver d'alternative de décroissance; autrement elle pas- 
serait plus de deux fois par la même valeur ; ce qui iie 
peut pas être, puîsqu*à une même valeur de m ne corres- 
pondent que deux valeurs de x. 

176. QuBSTio» IX. Les trois dernières questions rentrent 
dans l'étude de la variation de la fraction rationnelle 

Les exemples précédents montrent les circonstances prin- 
cipales qui peuvent se présenter ; cependant il est bon de 
traiter la question d'une manière générale. 

Les coefficients d, 6, c, a', 6', c' étant supposés réels, à 
toute valeur réelle de la variable x correspond une valeur 
réelle de la fraction. Cherchons les valeurs de x qui corres- 
pondent à une valeur donnée y de de la fraction ; nous avons 
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à résoudre Téquation du second degré 

ou 

(a) (a'y — a)x^ + {b'y — b)x + [c'y — c) = o; 

d'où Ton déduit 

^ ^ -jb'y-b) ± s/{è'y-bY^l,[a'y-a) [dy-t) ^ 

La quantité placée sous le radical est un polynôme du se- 
cond degré en y, que nous représenterons par 

(4) Ay*+By+G, 

en posant, pour abréger, 

A=6'*— 4aV, G = ô»— 4«c, B =4K+ca') — aW. 

La variable x étant réelle, on pourra attribuer à y toutes • 
les valeurs qui rendent le trinôme (4) supérieur ou égal à 
zéro, et aucune autre. Il y a plusieurs cas à considérer : 

î* Supposons que le coefficient A ait une valeur négative. 
La quantité B* — 4AG ne pourra être négative ; car, si cela 
avait lieu, le trinôme (4)» ayant ses racines imaginaires, 
conserverait le signe de son premier coefficient A (n** 157) , et 
par conséquent serait négatif pour toutes les valeurs réelles 
de y : à aucune valeur réelle de y ne correspondrait une va- 
leur réelle de x, ce qui est impossible, puisqu'à toute valeur 
réelle de x correspond une valeur réelle de y. La quantité 
B* — 4AG sera donc supérieure ou égale à zéro. Si cette 
quantité est positive, le trinôme (4), ayant ses deux racines 
y' et y" réelles et inégales, sera positif pour toutes les valeurs 
de y comprises entre y' et y", et négatif pour toutes les au- 
tres valeurs de y. Ainsi, dans ce cas, la fraction y variera 
de y' à y"; la plus petite racine y' sera un minimum, la 
plus grande y" un maximum. 
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Il est facile de le reconnaître à priori : la quantité A ou 
6'* — l^a'd étant négative , le trinôme q!x* + b'x + c' ne 
s'annule pas, et par conséquent la fraction conserve une va- 
leur finie pour toutes les valeurs finies de x. Comme elle 

diffère très-peu de la quantité finie — pour les valeurs de x 

très-grandes numériquement, on en conclut que cette frac- 
tion reste comprise entre deux limites. 

Si la quantité B* — 4AG était nulle, le trinôme (4) , ayant 
ses racines égales, se mettrait sous la forme A (y — y')* ; il 
serait négatif pour toutes les valeurs de y, excepté pour 
y = y'; on ne pourrait attribuer que cette seule valeur à 
la fraction, qui alors serait constante. Il est facile de voir que, 
dans ce cas, les coefficients des termes correspondants des 
deux trinômes qui composent la fraction sont proportion- 
nels. En effet, y ayant une valeur constante, quelle que soit 
la valeur de x^ T équation du second degré (2), dont les 
coefficients ont des valeurs constantes, est vérifiée par une 
infinité de valeurs de x ; il faut donc que les trois coefficients 
soient nuls séparément, c'est-à-dire que Ton ait 

û'y — a = o, b'y — 6 = 0, c'y — c=:o, 

et par suite 

a b c 

Réciproquement, quand les coefficients des trinômes 
ax^ + hx-\- cV x^ + 6'j? + ot sont proportionnels, la frac- 
tion a une valeur constante ; car, si Ton a-; = 77 = -7 = ft, 

abc 

k étant la valeur de ces rapports égaux, on en déduit a = fca', 
( = hb\ c = fc(/, et la fraction proposée devient 

kja'x'+b'sù + c') 
a'x^+b'x-^-c' ' 
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On peut supprimer le facteur commun a'a?*+i'j5+ c'; alors 
la fraction ne contient plus la variable oo et se réduit à. une 
constalite k. 

a"" Supposons maintenant que le coefficient A ait une va^ 
leur positive. Si la quantité B* — 4^0 est positive, le tri- 
nôme (4)» ayant ses racines y' et y" réelles et inégales, est 
positif pour toutes les valeurs de y inférieures & la plus 
petite racine y', ou gupérieureBi la plus grande y*\ et 
négatif pour toutes les valeurs comprises entre lea ra- 
cines. La fraction y prendra donc deux séries de valeurs, 
aUant, Tune de y' à -*-«, l'autre de y" à + 9«*j y' est le 
maximum de la première série, y" le minimum de la se^ 
conde série. Le dénominateur a'oD^ +l/oo + cf ^se» racines 
réelles et y devient infmie quand a? p^sse par Tune de ces 
racines. 

Si la quantité B'~4AC est inférieure ou égale à zéro, le 
trinôme conserve une valeur positive pour toutes les valeurs 
de y. Ainsi, dans ce cas, la fraction parcourt toute Téchelle 
des grandeurs de — ç»à +c«>. 

S** Considérons enfin le cas où le coefficient A est nul. La 
quantité placée sous le radical se réduit à un polynôme du 
premier degré By+ G, que Ton peut mettre sous la forme 
B(y — y'). Si le coefficient B est positif, la fraction y prend 
toutes les valeurs supérieures à la valeur y', qui est un' mi- 
nimum. Si le coefficient B est négatif, y prend au contraire 
toutes les valeurs inférieures à la valeur y', qui est un 
maximum, • 

Le coefficient B pourrait être nul' en même temps que A ; 
le coefficient G étant supérieur ou égal à zéro, y prend 
toutes les valeurs possibles. Dans ce cas, l'équation (3) 
devient 

■" a(a'y— û) ' 
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d'où Ton déduit 

et Ton voit que la fraction proposée se réduit au premier 
degré ; cette réduction a lieu par la suppression d'un facteur 
commun du premier degré, 

176. Question X. Étant donnés deux cercles qui se eou'- 
pent au point A; par ce point on mène une sécante queh 
conque BG'^ étudier la variation du produit des deux portions 
ÂB et AG de cette sécante. 

Étudions d'abord sur la figure la variation du produit 
AB X AC. Fusons tourner la sécante autour du point À de 

droite à gauche ; si nous 
partons de la position 
AD où elle est tangente 
au grand cercle» le seg- 
ment AB est nul ainsi 
que le produit ; quand 
nous arrivons à la po- 
sition A£ où elle est 
tangente au petit cercle, le segment AG s'annulant, le 
produit redevient nul ; dans l'intervalle le produit a donc 
passé par un maximum. Si nous continuons le mouvement 
dans le même sens pour aller de la position AË à la posi- 
tion AD, le produit, partant de zéro pour revenir h zéro, 
passe par un second maximum. • 

Supposons que la sécante occupe la position BG ; des 
centres et 0', abaissons sur cette sécante les perpendicu- 
laires OF, O'G, et du centre 0', menons une parallèle CH 
à la sécante. Appelons a et 6 les rayons OA, O'A <}es deux 
cercles, d la distance Off des centres, j? et y les moitiés AF, 
A6 des deux segments de la sécante, i^m le produit de ces 
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deux segments, on a la première équation 

(i) xy=m. 

Le triangle rectangle OO'H donne 

d*=Ôlî' +Ôh' = (x + y)*+ (OF— (XG)*; 



si Ton développe les carrés, et si l'on observe que 
il vient 



OF' = û« -- x\ O^g' = 6* -. yS 



d'où 

en désignant, pour abréger, par À la quantité connue 
— ^ — — — . En élevant au carré, et développant, on a 

atji _ b*x^ _ aY + 3:Y = { A + m)S 
ou 

(a) 6«x* + a'y* = a«6* 4- m» — (A + m)*. 

Les deux équations (i) et (2) conviennent aussi au cas 
où la sécante occupe la position AB'; seulement, dans ce 
cas, le segment AC, étant porté en sens contraire, sera 
regardé comme négatif, ainsi que le produit m. Dans le 
triangle rectangle OO'H', le côté O'H' est égal à la différence 
AF — A6', ou à la sonmie algébrique x + y; le côté OH' 
est une somme OF + O'G', au lieu d'être une différence 
comme précédemment; le signe placé devant le radical est 
donc changé, mais l'élévation au carré donne la même 
équation (2). Puisque, dans cette nouvelle position de la 
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sécante, le produit m est regardé comme négatii, on voit que 
le second maximum géométrique correspond à un minimum 
algébrique. Ainsi le produit m variera entre un minimum 
négatif et un maximum positif. 

Afin de rendre Téquation (2) symétrique par rapport aux 
deux inconnues, nous poserons 

bx = a/, ay = j/, 

prenant pour inconnues nouvelles x' et 9' ; les équations (1) 
et (2) deviennent ainsi 

(3) a/y'=abm, 

(4) ^'* + y" = a*6»+ m«— (A + m)*. 

On connaît le produit des deux inconnues et la somme de 
leurs carrés. Si à la seconde équation on ajoute la pre- 
mière multipliée par 2, il vient 

(a/ + yr = (a6 + m)«-(A+7n)% 
d'où 

x' + y' = ±v^(a6 — A) (aô + A + am). 

De même, si de la seconde équation on retranche la pre- 
mière multipliée par 2, il vient 

(a/- y')«= [ob-^mY — (A + m)\ 
d'où 

x'—y' = ± ^[ab+ A) {a6— A— 2m). 

Si Ton remplace A par sa valeur, les deux expressions 
précédentes deviennent 

(5) af+t/=:±^ ^[d^^{a—àY][{a+à}'—d'+^m]. 

(6) x'— y'= zh -i v^[(a+6)«— rf*] [rf«-^(a— 6j«— 4m]. 
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Four que la question soit possible, il est uécessmre et il 
suffit que les deux radicaux soient réels. Nous remarquons 
d'abord que, puisque la distance des centres est plus petite 
que la somme des rayons et plus grande que leur différence, 
les deux quantités 

sont positives; en représentant, pour abréger, par p et g 
ces deux quantités positives, on a 

a? — î^^ ± ^ sfp{q — ¥^)' 

Le premier radical est réel, si 4m est plus grand que ---p, 
le second, si /^m est plus petit que q. Donc le produit d& 
deux segments de la sécante varie du minimum — p au 
maximum + q. 
Si Ton fait 4m = g, on a a/ — y' = o, et par suite bx =ay, 

OU - = -; les deux segments AB et AG étant proportion- 

nels aux rayons, les deux triangles OAB, O'AG sont sem- 
blables, les rayons OA, O'C sont parallèles, et par consé- 
quent la sécante passe par le centre de similitude externe 
des deux cercles. De même, si Ton fait 4m =^ — p, on a 
x' + y' = 0; la sécante AB' passe par le centre de simi- 
litude interne. Ainsi le produit acquiert son premier maxi- 
mum, quand la sécante passe par le centre de similitude ex- 
terne; il acquiert son second maximum numérique, quand 
la sécante passe par le centré de similitude interne. 

177. Question XI. Alvéole des abeilles. Étant donné un 
prisme droit ayant pour base un hexagone régulier, prenons 
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sur le prolongement de ïme O'O du prisme (fig. i) un point 



Fig 1. 




arbitraire S; par ce point et 
les trois côtés du triangle équi- 
latéral AGE, que l'on obtient en 
joignant deux h deux les somp- 
mets de la base supérieure, 
menons trois plans ; ces plans 
détachent du prisme hexago- 
nal trois tétraèdres BACG, 
DCEH, FAEK, et les remplacent 
par le tétraèdre SAGE placé 
au-dessus du prisme ; nous for- 
mons ainsi le solide repré- 
senté par la figure s, qui se 
termine à sa partie supérieure 
par une sorte d'hexagone gauche, réunion des trois losanges 
^*?- *• qui aboutissent au sommet S. 
Il est aisé de voir que le vo- 
lume du solide ainsi formé est 
constant, quelle que soit la po- 
sition du point S sur le prolon- 
gement de Taxe du prisme. 
En eifet, les deux losanges 
SAGG, OABG (fig. i) ayant une 
diagonale commune AG, les 
deux autres diagonales SG 
et OB passent par le même 
point L, milieu de AG ; les tri* 
angles rectangles LBG, LOS^ 
sont égaux, et l'on a BG = OS, Il en résulte que le tétraè- 
dre GABG détaché du prisme, et le tétraèdre ajouté 6A0G, 
sont égaux, comme ayant leurs bases égales ABG, AOG, 
et aussi leurs hauteurs ég^^ BG et OS. Ainsi la somme 
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des trois parties détachées du prisme est égale à la pyra- 
mide ajoutée SAGE. 

Considérons maintenant la surface du solide. Appelons 
a le côté A'B' de l'hexagone régulier, l la longueur de 
Farrête AA' du prisme primitif, x la distance arbitraire OS. 
La surface latérale du solide que nous étudions, se compo- 
sant de six trapèzes tels que AA'B'G, a pour mesure 

3(AA'+ GB') X A'B'== Za{!il—x). 

Les trois losanges qui terminent le solide ont pour mesure 



SAGxSG „,^ 

— — = 3AC X SL =i 3a 



v^3y^«'+|. 



Ainsi la surface totale du solide, abstraction faite de la base 
inférieure, a pour expression 

3fl(2/ — ar) + 3a ^3 i/a?* + -. 

Cherchons la valeur de x pour laquelle cette surface est 
égale à une surface donnée que, pour simplifier, nous re- 
présenterons par 3am ; nous avons l'équation 



ou 






^ . . 3a' 

3x* + 7- == ^* 



3x* -| = m — 2/ 4" ^* 

A l'inspection de cette équation, on voit que le premier 
membre étant plus grand que rc, la quantité m — 2/ est 
positive; si on la représente par m', l'équation devient 

En élevant au carré, on obtient l'équation du second degré 
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(2) ^ — am'x + 7 m" = o. 

Les racines seront réelles si la quantité positive m' satis- 
fait à la condition 

m'* > -, 
a 

OU plus simplement 

m > . 

a 

Tant que Ton a m' < ■-^, le produit étant positif, les 

deux racines de l'équation (2) sont positives et conviennent 
à l'équation (1); on a deux solutions du problème. Quand 

on a m' = — ^, Tune des racines est nulle, l'autre positive ; 

on a encore deux solutions, l'une d'elles est le cylindre non 

modifié. Enfin, quand on a m' > Î5X-^ l'une des racines est 

positive, l'autre négative : la racine positive convient évi- 
demment à l'équation (1); la racine négative y convient 
aussi ; car elle est comprise entre les deux quantités o et 
— m' qui, mises à la place de x dans le premier membre 

de l'équation (a), donnent des résultats de signes con- 

i— 

traires. Si l'on attribue à m' sa valeur minimum — ^ on a 

a 

r 

On conclut de là que, si l'on fait varier a? de — l à -| — y— » 

4 

la surface va en diminuant continuellement, et qu'elle 
passe donc par un mmmium pour x = -~— . 
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Les abeilles construisent leurs cellules sur ce plan. 
L'entrée de l'alvéole est un hexagone régulier A'B'GD'E'F 
(fig. 2); le fond est formé de la réunion de trois facettes 
planes inclinées de manière que la surface soit minimum. 
Il y a ainsi économie de cire. Les alvéoles sont placées les 
unes à côté des autres en doubles rayons, les ouvertures 
tournées en dehors , et les fonds se touchant exactement 
de manière qu'il n'y ait pas d'intervalle vide entre elles et 
que chaque cloison serve à deux cellules voisines. 

178. Question XII. Partager un nombre donné en plu- 
sieurs parties de manière que le produit de ces partieê soit 
maximum. 

Pour fixer les idées, supposons que l'on partage le nom- 
bre donné positif a en trois parties positives a?, y, js, dont 
chacune peut varier de o à a. Le produit, devenant nul 
quand l'un des facteurs est nul et conservant une valeur 
finie positive dans cette étendue, admet évidemment un 
maximum ; il est aisé de reconnaître que ce maximum a 
lieu quand les trois facteurs sont égaux entre eux, c'est-à- 
dire quand a? it= y s=a js £= ^. En effet, supposons que deux 

des facteurs, par exemple x et y, diffèrent; fixons le troi- 
sième facteur 2, et. faisons varier les deux premiers factem-s 
X et y, dont la somme a — 2 est alors constante, de ma- 
nière à les rendre égaux entre eux ; il est clair que nous 
augmenterons le produit ayy et par suite le produit xyz; 
ainsi, tant que deux facteurs diffèrent, on peut les modifier 
de manière à augmenter la valeur du produit ; le produit 
n'arrive donc à sa valeur maximum que lorsque les trois 
facteurs sont égaux entre eux. 

Applications : 1° L'aii^e d'un triangle est exprimée par là 



i 
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formule 

dans laquelle a, 6,, c désignent les trois côtés et ap le pé- 
rimètre» Si l'on fait varier les côtés de manière que le péri- 
mètre reste constant, la somme des trois facteurs variables 
p — fl, p — 6, p— c restant constamment égale à p, leur 
produit sera maximum quand ces trois facteurs seront égaux 
entre eux, c'est-à-dire quand a rt^ 6 =; (î. Ainsi, de tous les 
triangles ayant même périmèlre^ le plus grand est le triangle 
équilatéral. 

2" Étant données n quantités a, 6, c, , toute quantité 

grande que la plus petite et plus petite que la plus grande 
des quantités données est dite une moyenne entre ces quan- 
tités. Il est clair que la quantité 



a4-^+^+ . 



est une moyenne entre les quantités données ; on Tappelle 
moyenne arithmétique. Supposons que les quantités données 
soient toutes positives, l'expression 



\/abc. 



sera aussi une moyenne entre ces quantités ; on lui a donné 
le nom de moyenne géométrique. Il est aisé de démontrer 
que la moyenne arithmétique est plus grande que la moyenne 
géométrique. Nous voulons faire voir que l'on a 



> y/ abc. 



ou, en élevant les deux membres à la puissance n^ 

(-'+H;+ )" > «6c..... 
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Le premier membre est le produit de n facteurs égaux 
à ^_IL — JZ — ZLi:: . la somme de ces facteura est 



a+b+c+. 



le second membre est un produit de n facteurs inégaux dont 
la somme est aussi a + 6 + c 4- •••; la somme des facteurs 
étant la même de part et d'autre, le premier produit, 
dont tous les facteurs sont égaux, est plus grand que le 
second. 

i 79. Remarque. Dans la question précédente, nous avons 
supposé que les facteurs variables et positifs ne sont assu- 
jettis qu*à la condition 

a? + y + ^ + =« 

d'avoir une somme constante; chacun des facteurs varie de 
o à a, et on peut les prendre tous arbitrairement, excepté 
un. Dans ce cas, nous avons vu que le produit est maximum, 
quand tous les facteurs sont égaux. La même propriété 
subsiste quand, outre la condition d'avoir une somme con- 
stante, les facteurs variables sont assujettis à vérifier d'au- 
tres relations, pourvu, toutefois, que les nouvelles rela- 
tions permettent de rendre tous les facteurs égaux enti-e 
eux. Pour fixer les idées, bornons-nous au cas de trois 
facteurs, et supposons que ces trois facteurs positifs soient 
assujettis à vérifier les deux conditions 

(i) ar+y-f? = a, 

(a) a? + 2y + 5r = 6. 

Imaginons d'abord que l'on fasse abstraction de la rela- 
tion (2) et que l'on donne aux trois facteurs ar, y, z tous 
les systèmes de valeurs positives qui vérifient la relation (1 ) ; 
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a' 
la plus grande valeur du produit xyz sera la valeur — , 

27 
5 
qui a lieu quand on fait .t = y = z = -. Si, maintenant, 

on tient compte de la relation (2), il faudra, parmi les sys- 
tèmes de valeurs de a:, y, z qui vérifient la relation (1) , 
prendre seulement ceux qui vérifient en même temps la 
relation (2) ; le produit xyz ne passera plus par toute la 
série des valeurs qu'il avait précédemment, mais seulement 
par une partie d'entre elles ; il est évident que le maximum 
de la série partielle ne pourra, dans aucun cas, surpasser le 
maximum de la série totale considérée précédemment ; le 
plus souvent même il sera moindre. Si les trois facteurs 
peuvent devenir égaux entre eux, ce qui a lieu quand (=2a, 

a* 

le produit acquerra la valeur maximum — ; mais si b dif- 
fère de 2a, les trois facteurs ne pouvant être rendus égaux 

a* 
entre eux, le produit n'atteindra pas la valeur — ; son 

a' 
maximum sera plus petit que — ; dans ce cas, pour déter- 
miner le maximum, il faut recourir à une autre méthode 
qui sera exposée dans le Cours de mathématiques spéciales. 

180. Question XIIL Partager le nombre a en deux parties x 
et y telles que le produit x*" y*" soit maximum. 
Nous pouvons écrire ce produit sous la forme 

^ m** n* 

Faisons abstraction du facteur constant m** n**, et considé- 
rons seulement l'expression variable 

X** y* 
m** w* 

que l'on peut écrire ainsi : 

16 
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dfAi le produit de m + u %d£iira, doat m mai égaux à ^, 
et n égaux à ~ ; la somme de tous ces facteurs 

m n 
est constante, puiscpie x rj- y = a ; d'ailleurs tpus ces fac- 
teurs peuvent être rendus égaux entre eux; donc le pro- 
duit acquerra sa valeur maximum, quand tous les facteurs 
serojat égaux pntre eux, c'est-à-dire quand on aura 

fn n 
Ainsi il faut partager le nombre a en deux parties propor- 
tonnelles aux deux exposants m et n. 
AffUeaii&hs. i*" Étant donnée une feuille de carton car- 
rée ABCP , si j après avoir mené des 
parallèles aux quatre côtés à la même 
difttapce, m enlève le« petite a$xï6» 
dans les angles et ^'on relève les 
portions rectangulaires telles que 
EKLF, on forme une boîte à fond 
carré EFGH. Appelons aa le côté AB 
de la feuille de carton et x la distance AK à laquelle on 
trace les parallèles; la boîte a pour base un carré dont le 
côté EF est sa — s^a? ou a (.a — x)\ ^ hauteur est a;; le 
volume a pour expression 

4(a— a?)*«. 

Quand x varie de o à a, le volume, qui est nul pour a:=o, 
augmente d'abord, pour diminuer ensuite et redevenir nul; 
il passe donc par un maximum ; la somme des deux fac- 
teurs variables a — x ti x étani constante, ce maximum 
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aura lieu quand ces deux facteurs seront proportionnas 
aux exposants 2 et i , c*est-^-dire quand on aura 
a — X X 



«Qh 



l' 



a 



Ainsi, pour obtenir la boîte la plus grande, il faut partager 
le côté AB en six parties égales et mener leg parallèles par 
les premiers points de division. 

2** Quel est le plus grand des cylindres circulaires droits 
qui ont une surface donnée ? Appelons x le rayon de la base du 
cylindre et y la hauteur, désignons par 2ua' la surface totale 
et par V le volume; on a 

(i) x* + xy=a\ 

(2) Y=zTzx^y. 

Si dans l'expression du volume on remplace y par sa va^ 

leur 

a* — X* 

(3) y^-r- 

tirée de Féquation (i), il vient 

(4) V==w(a*— x'). 

L'équation (3) fait voir que x peut varier de o i a ; la 
volume, partant de zéro pour revenir à zéro et conservant 
une valeur finie, passe nécessairemept par un maximum. 
Le volume aura sa plus grande valeur, quand le produit 
x{a* — X*) ou son carré aî'(a*|— -oj')' sera maximum. En 
regardant a?' comme la variable, nous avqns deux facteurs 
variables x^ et a* — x^ dont la somme est constante; te 
maximum a lieu quand ces facteurs sont proportionnels aux 
exposants i et a, c'est-à-dire quand op a 
a^ ___ û' — X* a* 
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d'où 

a aa 

Ainsi, de tous les cylindres de même sm-face totale, le 
plus grand est celui dont la hauteur égale le diamètre de la 
base. 

181. Remarque. Un grand nombre de questions de maxi- 
mum et de minimum se correspondent deux à deux, de 
telle sorte qu'à un maximum dans l'une se rapporte un 
minimum dans l'autre. Soient w et v deux quantités varia- 
bles, telles qu'à chaque valeur de u correspondent une série 
de valeurs de v et à chaque valeur de t? une série de valeurs 
de M. Appelons b la plus grande des valeurs de v qui corres- 
pondent à une même valeur a de ti, et 6' la plus grande des 
valeurs de t? qui correspondent à une autre valeur a' de m; 
si la seconde valeur a! attribuée à u est plus petite que a, 
nous supposons que le second maximum 6' est plus petit 
que le premier b. Inversement, je dis que a est la plus 
petite des valeurs de ti qui correspondent à la valeur h 
attribuée à t?. On remarque ti'abord que a est l'une de ces 
valeurs; d'autre part, il est impossible que u prenne une 
valeur a' plus petite que a; car les valeurs de v qui cor- 
respondent à cette valeur a' de ti étant toutes égales ou 
inférieures à la quantité 6' qui est plus petite que 6, au- 
cune d'elles n'est égale à 6. 

De même, appelons b la plus petite des valeurs de v qui 
correspondent à une valeur a de w, et V la plus petite des 
valeurs de v qui correspondent à une autre valeur cl de u ; 
si a' est plus grand que a, nous supposons le second mi- 
nimum V plus grand que le premier 6. On démontrera de la 
même manière que, inversement, a est la plus grande des 
valeurs de ti qui correspondent à la valeur b de v. 

Ainsi, quand les deux quantités variables w et v ont des 
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Valeurs a et 6 telles qae b soit la plus petite ou la plus 
grande des valeurs de v qui correspondent à la valeur a de ii, 
si b augmente ou diminue avec a, inversement a est la plus 
grande ou la plus petite des valeurs de ti qui correspondent 
à la valeur b de v. 

Supposons, par exemple, que ti et t? désignent le périmètre 
et la surface d'un rectangle. Comme il existe une infinité de 
rectangles ayant même périmètre, à une même valeur du 
périmètre u correspondent une infinité de valeurs de la 
surface v. De même, comme il existe une infinité de rec- 
tangles ayant la même surface, à une même valeur de v 
correspondent une infinité de valeurs de ii. Nous avons vu 
(n^ 165) que, de tous les rectangles ayant même périmètre a, 
le plus grand est le icarré; appelons b l'aire de ce carré ; il 
est évident, d'ailleurs, que Taire b du carré diminue avec 
son périmètre a. On en conclut que, inversement, de tous 
les rectangles qui ont même surface 6, ce carré est celui qui 
a le plus grand périmètre a. 

Nous avons vu aussi (n"" 179) que. de tous les triangles de 
même périmètre, le triangle équilatéral est le plus grand. 
D'ailleurs Taire du triangle équilatéral diminue avec son pé- 
rimètre. On en conclut que, de tous les triangles de même 
surface, le triangle équilatéral est celui qui a le plus grand 
périmètre. 

Nous avons supposé, dans la démonstration du théorème 
précédent, que b augmente ou diminue avec a ; si & aug- 
mentait quand a diminue, on considérerait les quantités va- 
riables Il et -. A un maximum de u correspondrait un mi- 
nimum de -, et par suite un maximum de v. 



• CHAPITRE IV, 

ÉQUATIONS. RÉDUCTIBLES DU SECOND DEGRÉ. 



ÈqUattons bicarrées. 

i&2. Ôii iiôniihè êqûâtîoris bicarrées, des équations du 
^àtrîème degré cfui lîe i^etlferrfieiït que les puissances 
pâifes de l^nconfauè. La forme générale dé Téqùation bi- 
carrée est 

(i) àj?*-f éir*4-i?i=6. 

Si l'on pose a?' = y, prenant pour inconnue nouvelle y, 
Téquation se ramène à Téquation du second degré 

Qh en déâtiit 



y=. 



za 



UaiBf comme xssizh^yiOn a finalement 



■^ 



— 6 ± s///— 4aç 



2a 



Chacune des valeurs de y donne pour x deux valeurs 
égales et de signés eontraires. Ainsi l'équation bicacrrée 
admet quatre racines, égales deux à deux et de signes 
contraires* 

Si réquatipn (2) a ses deux racines réellçs et positives, 
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l'équation bicarrée a &eê qdatre racines réélleSi Si l'une 
des racines de Téc^uation (2) est positive, l'autre négative, 
i'équation (1) admet deux racines réelles et deux imagi- 
naires. Si les deux racines dé l'équation (â) ^oht négatives 
ou imaginaires, les quatre racines de l'équation (1) sont 
imaginaires. 

Exemples. 

183. Question I. Réseudte les deux équations 
jry= 6, 

£n tirant de la première 

6 

et substituant danë la seconde, oh arrive à l'équation du 
qualritaie d^é bicarrée 

d'où l'on déduit 

Les deux valeurs de x^ sont réelle^, l'une positive 4, 
l'autre négative — 9; la valeur positive donne pour x 
deux racines réelles 

x=±2; d'oii ytrizdi'S; 
la valeur négative donne deux racines imaginaires 

x = zh 3i, d'où y = -— — ; = zn at . 

18A; QtTEsfïoi* tl. Déterminer uH cône cittiHaire dtàti^ 
connaissant sa surfacit totale et sqi% volume. 
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Désignons par x le rayon de la base, par y le côté, et 
représentons par /^izà^ la surface et par %zb* le volume du 

ô 

cône, nous avons les deux équations 

(i) x*+xy=z ^a*, 

(2) a?Vy"— ^'=46'- 

Si, dans la seconde équation, on remplace y par sa valeur 

(5) !' = ^ 

tirée de la première, on obtient l'équation 



(4) axsj(\a^ — 2ar*= 26% 

qui, par l'élévation au carré, devient l'équation bicarrée 

(5) aV — 2a*x*+ 26®= o. 

Cette équation aura deux racines réelles et positives, si 

la condition 6® < -— est remplie. Chacune de ces racines 

vérifiant l'équation (4) et rendant le radical réel, est 
moindre que ay/a , et par suite donne pour y une valeur 
positive plus grande que a:; on a ainsi deux solutions. 

Quand on a ft® = — , les deux racines sont égales et l'on 

a a; = a, y = 3a. 

Si l'on suppose que la surface totale du cône soit con- 
stante et que l'on fasse varier le volume, on voit que le 
volume acquerra sa valeur maximum, quand le côté du 
cône sera égal à trois fois le rayon de la base. 

Au reste l'étude de la variation du volume se ramène à 
celle d'un polynôme du second degré. On a, en effet, 

2*«= û'(2û'ar— a?*) = û« [a*— (a:*— a')*]. 
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Quand x croit de o à a, et de a à a^2 , le volume aug- 
mente de zéro à sa valeur maximum pour diminuer ensuite 
jusqu'à zéro. 

186. Question III. Dans une sphère donnée^ inscrire un 
q/lindre ayant une surface totale donnée. 

Appelons r le rayon de la sphère, x le rayon de la base 
du cylindre, 2y sa hauteur, et représentons la surface to- 
tale par /^Tza*. Nous aurons les deux équations 

(2) aitx* + ^Tzxy = 4'^«'. 

Si, dans la première équation, on substitue la valeur 

(^) • ^=-^^' 

tirée de la seconde, 6n arrive à l'équation bicarrée 

(4) 5ar*— 4{a*+ r*)x*+ 4a'= o, 

d'où l'on déduit 



(5) a; = \/ ^(«'+>-*)±W(«* + r')' - 5a* 

La valeur de x devant être positive, il est inutile d'écrire le 
signe db devant le grand radical. 

Pour que l'équation (4) , du second degré en o;*, ait ses 
racines réelles, il est nécessaire que l'on ait 



ou 


a« + 


r'>aV5 


lien 


résulte la condition 






a'<- 





v/5- 
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OU 

4 

Si cette condition est remplie, les deux valeurs de x^ sont 
réelles et positives. Appelons a/* la plus petite, j?"* la plus 
grande* 

Si l'on substitue chacune de ces valeurs dans Téqua- 
tion (3) , on aura pour y deux valeurs correspondantes y* et 
y". Mais la valeur de y doit aussi être positive; il faut donc 
que Ton ait 

Quand on remplace x* par 2aS le premier membre de Té- 
qpiation (4) devient égal à8a',(2«*— 'f'). Sia* < — » le ré- 
sultat étant négatif, la plus petite raciiie sé^ étant inférieure 
à 2a% donne une solution du problème; la plus grande, 
étant supérieure à 2a% ne convient pas à la question. Si 

a* > — i les deux racines sont toutes denx^ oiî inférieures, 

2 

ou supérieures à 2a* ; mais elles ne peuvent être supérieures 
à 2a', puisque leur produit est égal à ~*\ doM dles sont 

inférieures à 2a% et donnent deux solutions de là question. 

En résumé, pour que le problème soît possible, il faut 
que la surface totale du cylindre soit plus petite que 
7cr*(y^5 + i). Si cette surface est plus petite que 2'rcr', le 
problème admet une solution ; si la surface est plus grande 
que sTcrS tout en étant moindre que le maximum, le pro- 
blème admet deux solutions. 

On voit par là que, lorsqu'on fait varier le rayon a? du 
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cylindre dé o à r , la surface augmente de o au maximum 
7cr*(v/5 + i), pour diminuer ensuite de ce maximum à èitr', 

* Transformation des expressions 
de la forme y a db v^B. 

186. Les quantités irrationnelles de cette forme provien- 
nent, comme nous l'avons vu, des équations bicarrées; il est 
possible quelquefois de les transformer en une somme ou 
m «ne diflérence de deux radicaux simples, et (îeci offre 
un (Certain avantage en rendani le calcul plus simple et plus' 
facile. Mais nous allons d'abord établir un principe qui notes 
servira. 

Lorsque deux quantités incommensurables de la forme 
a + v^, les lettres a et b désignant deux qtiantités conimen- 
surables, sont égales^ les parties comm^ensurables sont égales^ 
ainsi que les parties incommenêurables. Je dis, par exemple* 
que l'égalité 

a + \/l^(/+^V, 

dans laquelle les lettres a et a' désignent des quantités com- 
mensurables quelconques, b et b' des quantités commensura- 
bles non carrés parfaits, ne peut avoir lieu que si l'on a sépa- 
rémenta=a\ 6=6'.En effet, de l'égalité précédente, ondéduit 

^6 = (a'-a) + v/^, 

et, en élevant au carré les deux membres, 

bi^(a'— aY + bf+ 0(0'— a) )/i\ 

Si a était différent de a', on aurait 

^ 3(a'— a) ' 

et là qu4i|tlté incommensurable \/V seir^lit égale à une cjtiati- 
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tité commensurable, ce qui est impossible. Il faut donc que 
Ton ait a = a' ; mais alors on a aussi b = b', 

187. Proposons-nous maintenant de transformer l'expres- 
sion V û + v^» dans laquelle a et 6 désignent des nombres 
poâtifs commensurables, en une somme de deux radicaux 
simples. Posons donc 



y a + \/b = \/x+ \jy. 



Nous voulons que les deux nombres cherchés a? et y soient 
commensurables. En élevant les deux membres au carré, 
on a 

En vertu du principe précédemment établi, cette égalité ne 
peut avoir lieu que si Ton a séparément 

Nous connaissons la somme et le produit des deux incon- 
nues ; ces deux inconnues sont donc les racines de l'équa- 
tion du second degré 

4 



d'où 



a±sja 



On voit que les nombres cherchés seront commensurables 
lorsque la quantité a' — 6 est un carré parfait. En dési- 
gnant par fc* ce carré, on a ainsi 

La transformation de l'expression \a — v''^ s'effectuera 
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de la même manière. On posera 

ya — sTb^^x — ^; 
d'où l'on déduit 

et par suite 

x-^y=a. 

Les valeurs de os et de y sont donc les mêmes que précé-- 
demment. La transformation sera possible si la quantité 
a* — h est un carré parfait. En désignant par &' ce cairét 
on a 

ilpj)Iîca(ton«. 1* Transformer l'expression y 7 + V^- 
La quantité 7' — 13 ou 36 étant égale au carré de 6, la 
transformation est possible et l'on aura 

^^- \/?+ V^= \/r + \/i=^- 

2* Transformer l'expression y 6 — 2 y^. On la mettra 

sous la forme y 6 — /aô, en faisant passer le facteur 2 
sous le radical. La quantité 6' — 20 ou 16 étant égale au 
carré de 4) Ist transformation est possible et l'on aura 

* Èq\kat%iya& trinômes. 

188. Considérons une équation de la forme 
(1) ax^'^+bx^+c^o. 

En posant x"^ = y, on est ramené à l'équation du second 
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degré 

(a) ay* + by + c = o. 

Une fois les valeurs de y connues, on obtient celle dp çc 
par la formule 

(3) x=7y. 

Il y a plusieurs cas à examiner; 

1° Si m est pair, toute valeur réelle positive de y donne 
pour X deux va^leurs réelles, égales et de signes contraires. 
Mais une valeur négative de y ne donne pour x que des var 
leurs imagind,ires ; car les puissances paires des quantités 
réelles, positives ou négatives, sont toujours positives. C'est 
ce que nous avons vu dans la résolution des équations 
bicarrées. 

2° Si m est impair, toute valeur réelle de y donne pour x 
une valeur réelle de même signe et une seule. Soit, par 
exemple, l'équation 

x^ — iga?^ — 2i6 = o; 

l'équation du second degré 

que Ton obtient enposanta?'=î/, a pour racines — 8 et +27; 
l'équation proposée admet les deux racines replies — 2 et +3- 
Outre les racines réelles dont nous venons de parler, 
l'équation admet encore des racines imaginaires dont il sera 
question plus tard. 

Exereieeii 0ar le lilvre III. 

Question 1, Trouver lo point également éclairé par deux lumières sur la 
droite qui les joint. 

Question H. Partager un trapès« eo ^d9^ purtiea éauivalentes par une 
droite parallèle aux deux bases. 

Question Ilf . Dans un cercla inscrire un rectangle ayant une aire donnée. 
= Maximum de ce rectangle. 

A^pofis^ : Le rectangle maximum est le carré. 
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QnESTtoK IV. frourer le§ «êtét d'an 4tl«ii«le Metanglâ» ctmimUmni kl pé- 
rimètre et la surface. 

Question Y. Trouyerles côtés é^nii Iriangle fcetangto, êmmalauiai Vkf" 
poténnse et la somme obtenue en a]oatant la hautsur aux deui tdtél de 
Tangle droit. 

Question VI. TroaTer les eètés d'un triuigU rastangle, conoaiManl la 
hauteur et la somme des côtés de Tangle droit. 

Question VII. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaisiaill le 
périmètre et la somme de Thypoténuse et de la hauteur. 

Question VIII. Couper une sphère par un plan^ de telle sorte que le seg- 
ment détaché ait un yolume égal au cône ayant pour sommet le centre de 
la sphère et pour base la section faite dans la sphère par le plan. 

Réponse : On mènera le plan sécant à une distance du centre égal au pins 
grand segment du rayon partagé en moyenne et extrême raison. 

Question IX. Dans un cône droit, inscrire un cylindre ayant une surface 
latérale donnée. = Maximum d« cette surface. 

Réponse : La surface latérale est maximum quand la hauteur do cyllndve 
est moitié de celle du cône. 

Question X. Dans un triangle isocèle inscrire un rectangle ayant une iar- 
faee donnée. 

Question XI. Circonscrire à un rectangle un triangle isocèle ayant une 
surface donnée. 

Question XII. Déterminer un triangle isocèle connaissant les deux côtés 
égaux de la surface. 

Question Xlli. Un hexagone est formé par des triangles isocèles égauxi 
placés sur les côtés d'un triangle équilatéral. Déterminer cet hexagone co^ 
naissant le périmètre et la surface. 

Question XIV. On forme un octogone en entovant sur les angles d'an 
carré quatre triangles rectangles isocèles égaux; déterminer cet octogone 
connaissant le périmètre et la surface. 

Question XV. Déterminer un secteur cireulaire connaissant le périmètre 
et la surface. 

Question XVI. Étant donné un prisme droit à base ctafée, on joint deux 
à deux les milieux des côtés de la base supérieure; par un point pris sur le 
prolongement de l'axe du prisme et les quatre côtés du carré inscrit on mène 
des plans qui détachent du prisme quatre tétraèdres, et qui les remplacent 
par une pyramide à base carrée placée au-dessus du prisme. Démontrer que 
le volume dn solide ainsi formé est constant, et déterminer la position du 
sommet sur l'axe, de maaière que la surface ait une .valeur doniiée. 

Question XVII. Étant 4onnés un cerisle, un point 4 sur la circonférence, un 
ppijat 6 sur le dl w^^r^ Qui pa^se en A ; on joint les deux points fixes A et B à un 
point quelconque M de la circonférencie ; déterminer la position du point M 
de manière que la ligne brisée AM + MB ait une longueur donnée. 

Question XVIII. Étant donné un vase cylindrique plein d'air, dans lequel 
pénètre un tube vertical ; par le tube on verse une certaine quantité d'eau ; 
déterminer la hauteur à laquelle s'élèvera le niveau de l'eau dans le vase 
et dans le tube. 
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Question XIX. Déterminer les côtés d'un triangle rectangle» connaissant 
le périmètre et la somme des surfaces engendrées par les deux côtés de 
Tangle droit toarnant autour de l'hypoténuse. 

Question XX. Dans un demi-cercle inscrire un trapèze de périmètre donné. 
= Maximum de ce périmètre. 

Question XXI. Circonscrire à une sphère un cône dont ia base repose sur 
un plan diamétral et qui ait une surface donnée. = Minimum de cette 
surface. ^ 

Réponse : Le cône dont la surface totale est minimum est celui qui a pour 
section un triangle équilatéral. Cette surface minimum égale celle de la 
sphère. 

Question XXII. Un cercle étant inscrit dans un angle droit, mener à ce 
cercle une tangente telle que le triangle ainsi formé ait une surface donnée. 
= Minimum et maximum de cette surface. 

Question XXIII. Par un point donné dans l'intérieur d'un cercle, mener 
deux cordes rectangulaires telles qu*en joignant leurs extrémités on forme 
un quadrilatère ayant une aire donnée. 

Question XXIV. Avec un levier pesant de seconde espèce , on veut sou- 
leyer un poids donné apppUqué à point donné. Quelle longueur Jaut-11 
donner au levier pour que la puissance soit minimum^ en tenant compte 
du poids de levier? 

Question XXV. Cône maximum inscrit dans une sphère. 

Question XXVI. Triangle isocèle maximum Inscrit dans un cercle. 

Question XXVII. On commence à faire mouvoir le piston d'une pompe 
aspirante. Trouver à quelle hauteur s'élèvera T/saudans le tuyau d'aspiration, 
après le premier, le second, le troisième... coup de piston. 

Application numérique, La section du corps de pompe est de 0,0 1 mètre 
carré, celle du tuyau d'aspiration de 0,002; la course du piston de o">^, la 
longueur du tuyau d'aspiration de 8 mètres. On représentera la pression 
atmosphérique par une colonne de i'",33o. 
On trouvera pour l'élévation de l'eau, après chaque coup de piston : 

mètres. mètret. 

i*^ coup 1,07 1,07 

a" 1,08 3,i6 

3* 1,09 3,25 

4« i,ii 4,36 

5» 1,14 5,5o 

6» , 1,18 . 6,68 

r 1,29 7,97 

La pompe fonctionnera après le huitième coup de piston. 

Dans une sphère mener un plan BC tel que le volume du cône ABC cir* 
conscrit soit divisé en deux parties égales par la calotte BDC. Plus généra- 
lement dans un rapport donné. 
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PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 



CHAPITRE PREMIER. 

PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. 



Définition. 

189. On appelle progression arithmétique une suite de 
quantités telles que la différence entre deux quantités con- 
sécutives est constante. Ces diverses quantités sont les termes 
de la progression. L'excès d'un terme quelconque sur le 
précédent se nomme raison de la progression. 

La progression est croissante^ lorsque les termes vont en 
augmentant. Dans ce cas, la raison est positive. Ainsi la 
progression croissante 

73.5 .8 • 11 . 14. 17 • 20 

a pour raison -f 3. 

Au contraire la progression est décroissante^ lorsque les 
termes vont en diminuant. Dans ce cas, la raison est néga- 
tive. Ainsi la progression décroissante 

t2o . 17. 14. 11 .8.5.2 

a pour raison — 3. 

17 
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Théorème I. 

190. Dans une progression arithmétique ^ un terme de 
rang quelconque égale le premier plus autant de fois la raison 
qu'il y a de termes avant lui. 

Appelons a, 6, c, d, les différents termes delà pro- 
gression, r la raison. D'après la définition même de la pro- 
gression, le second terme égale le premier, plus la raison, 

6 = a rf r. 

Le troisième terme égale le Second plus la raison, et par 
conséquent le premier plus deux fois la raison, 

c = b-{'r =a-{'r-\'r-=a '{' Qir. 

Le quatrième terme égale le troisième plus la raison, et par 
conséquent le premier plus trois fois la raison, 

et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n' rang, 
et qui par conséquent en a n -^ i avant lui, égale 

«+-{n — i)r. 

Ainsi la progression arithmétique peut être mise sous la 
forme 

4 a.a+ r.a-^-fkr . a + 5r 

191. Remarque. Les termes d'une progression arithmétique 
croissante augmentent indéfiniment de manière à devenir 
plus grands que toute quaûtiiè ûonnée. En effet, le terme de 
rang n sera plus grand que la quantité donnée A, si Ton a 

a+(n—i)r> A, 
ou 

(n— ijr> A— a. 
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et, en divisant par le nombre positif r , 

À— « 



n — 1 > 

n> 



r 



Ainsi, dès que le rang surpasse la quantité h * » 1^ 

terme surpasse la quantité A, si grande qu'elle soit. 

Considérons, par exemple, la progression croissante in- 
définie 

Pour avoir un terme plus grand que looo, on prendra 

lOOO — 2 , 

c'est^À-Klire 

n > 333 + |. 

Le 354'' terme est plus grand que 1000. 

192. Insérer entre deux quantités données un certain nom- 
bre de moyens arithmétiques. On appelle moyens arithmé- 
tiques, insérés entre deux quantités données, des quantités 
qui forment une progression arithmétique dont les deux 
quantités données sont les deux extrêmes. La question re- 
vient à trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens arithmétiques entre les deux 
quantités a et b. Le terme b de la progression égale le pre- 
mier terme a, plus autant de fois la raison qu'il y a de 
termes avant lui, c'est-à-dire plus n + 1 fois la raison. On 

a donc 

ô=a-f-(n-f i)r, 
d*où Ton déduit > 

(2 r = — — . 
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Ainsi, on obtient la raison de la progression en divisant la 
difjpirence des deux quantités données par le nombre des 
moyens 'à insérer plus un. 

Si, par exemple, on veut insérer 5 moyens entre les deux 
nombres 2 et 20, on prendra 

ao — 2 

'•=-5+7='' 

et l'on formera la progression 

f2.5.8.ii. i4«i7.2o. 

Théorème IL 

19S. 5i, entre deux termes consécutifs d'une progression 
arithmétique^ on insère le même nombre de moyens, les pro- 
gressions partielles ainsi obtenues forment une seule el mime 
progression. 

En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs, et que la différence de ces 
deux termes est constante, la raison est la même dans toutes 
les progressions partielles; et comme le dernier terme de 
chacune d'elles est le premier de la suivante, ces progres- 
sions partielles se continuent de manière à ne former qu'une 
seule et même progression. 

Théorème III. 

19A. Dans toute 'progression arithmétique^ la somme de 
dieux termes également distants des extrêmes est coifistante. 
Soit la progression 

Ta.i.c. h.k.l. 

Je considère le second terme et l'avant-dernier; le second 
terme égale le premier plus la raison, 

6 = fl -f. r; 
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ravanlrdernier égale le dernier» moins la raison, ' 

A = / — r. 
En ajoutant ces deux égalités membre à membre, on a 

b+k—a+L 
On a de même, en considérant les termes c et A, 

c = é+^^* = * — ^9 
d'où l'on déduit 

Et ainsi de suite. 

Lorsque la progression contient un nombre impair de 
termes, il y a au milieu un terme également distant des 
deux extrêmes. Deux fois ce terme égale la somme des 
extrêmes. 

Ainsi, dans la progression 

fd.5.8. 11.14.17.20^ 

les termes 2 et 20, 5 et 17, 8 et i4, donnent la même 
somme 22, qui est égale à deux fois le terme du milieu 11. 

Théorème IY. 

195. La somme des termes d'une progression arithmétique 
égale la moitié du produit que Von obtient en multipliant la 
somme des extrêmes par le nombre des termes. 

Soit toujours la progression 

rCi.b.c h.k,L 

Appelons n le nombre des termes, 5 la somme des ter- 
mes, et écrivons cette somme au-dessous d'elle-même en 
ordre inverse, 

s:==a + b + c + h + k + l, 

8 = 1 +*+* -f-c + 6 4-«. 
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On voit que les àmx ternes plaeôs Ynn aa«<(es90uâ de l'autre 

sont également distants des extrêmes dans la progression, 
et que par conséquent leur somme est constante et égale 
à la somme des extrêmeâ a -f I. Si donc on ajoute les deux 
sommes terme à terme, la somme totale as se composera de 
la sommé des extrêmes répétée autant de fois qu'il y a de 
termes dans la progression. On aura ainsi 

28 = [û -\- /)n, 
d'où 

5) n 2= 1-^-2^. 

Par exemple^ te àommé de» termes de la progression 

2 .5.8. 11 .i4* i^'^o 

est 77. 

Si Ton remplace le dernier terme l par sa valeur 
on obtient cette autre formule 



, w(n— i) 



(4) • . 

Applications. 1** La somme des n premiers nombres entiers 

1 + 2 + 3 -f- ^ 

est égald J^ 

n{n+i) 
2 

a** La somme des n premiers nombres impairs 

i-H3 + 5...,. + (2n-i), 
est égale à n*. 
Ainsi 
1+3 = 2% 1 + 3 + 5=3% 1 + 3 +5+ 7 = 4% etc. 

5^ Trouver Iç i}ombre des termes d'une progression 
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arithmétique, connaissant le premier terme, la raison, et la 
somme des termes. 
Appelons s la somme des termes; la formule 



« ss! n«4* 



nin — i) 

-* -r 



donne, pour déterminer n, une équation du second degré 

m'-f" (aa — r)n — as = o. 

Le dernier terme étant négatif, les deux racines sont tou- 
jours réelles et de signes contraires. On rejettera la racine 
négative. Pour que la racine positive sont admissible, il faut 
qu'elle soit entière. 

4* Trouver cinq nombres en progression arithmétique, 
connaissant la somme des termes et celle de leurs carrés. 

Appelons a et 6' les deux sommes données; désignons 
par X le terme du milieu et par y la raison. Les différents 
termes de la progression s'écriront 

tX -ly.x — y.x.x+y.x + ^y, 

et l'on aura les deux équations 

Sx:=a, 



CHAPITRE IL 

PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES. 



Définition. 

196. On appelle progression géométrique une suite de 
quantités telles que le rapport de deux consécutives est 
constant Le rapport de chaque terme au précédent se 
nomme raison. 

La progression est croissante, lorsque la raison est plus 
grande que l'unité. Ainsi la progression géométrique crois- 
sante 

^ 2 : 6 : 18 : 54 : 162 : 486 : 1458 

a pour raison 3. 

La progression est décroissante, lorsque la raison est 
plus petite que l'unité. Ainsi la progression géométrique 
décroissante 

H 1458 : 486 : 16a : 54 : 18 : 6 : 2 



I 

a pour raison 7. 



Théorème L 



197. Dans une progression géométrique, un terme de rang 
quelconque égale le premier terme multiplié par la raison 
élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui 
précédent. 

Appelons a, fr, c, d, les différents termes de la 
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progression, r la raison. D'après la définition même de la 
progression géométrique, le second terme égale le premier 
multiplié par la raison, 

6 = ûr. 

Le troisième terme égale le second multiplié par la raison, 
et par conséquent le premier multiplié par la seconde puis- 
sance de la raison , 

Le quatrième terme égale le troisième multiplié par la rai- 
son, et par conséquent le premier multiplié par la troisième 
puissance de la raison , 

et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n* rang, 
et par conséquent en a n — i avant lui, égale 

(i) flff^*. 

Ainsi la progression géométrique peut être mise sous la 
forme 



les différents termes sont égaux au premier multiplié par les 
puissance successives de la raison. 

198, Remarque L Les termes d'une progression géomi^ 
trique croissante augmentent indéfiniment. 

Puisque la progression est croissante, la raison r est 
plus grande que l'unité, et nous pouvons la représenter 
par 1 +* (* étant une quantité positive, aussi petite qu'on 
veut). Considérons d'abord la progression 

formée par les puissances successives de la raison. Cher- 
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chons la différence entre deux termes consécutifii quelcon^ 
ques. De la relation 

on déduit 

le facteur (i + a)", dans le second membre, étant plus grand 
que l'unité, il en résulte que la différence cherchée est plus 
grande que a, excepté pour les deux premiers termes, dont 
la différence est égale à a. Ainsi, les termes de la progression 
géométrique, formée par les puissances successives de la 
raison*, sont plus grands que les termes correspondants de 
la progression arithmétique 

Mais ces derniers augmentent indéfiniment, de manière à 
devenir plus grands que toute quantité donnée (n* 191) ; il 
en est de même à plus forte raison des premiers. 

Un terme quelconque d'une progression géométrique 
croissante a pour expression ad (i + a)* ; nous venons de dé- 
montrer que, lorsque n croît indéfiniment, ( i + a) ** augmente 
indéfiniment; le produit a (i + a)** de cette quantité par le 
premier terme a jouit évidemment de la môme propriété. 

199. Remarque IL Lês lermei et'ufi^ pro§msion giomé^ 
trique décroissante tendent vers zéro^ quand on prolonge in- 
définiment la progression. La raison, étant plus petite que 

l'unité» peut être représentée pwr --r--- ; un terme quel- 
conque de la progression sera 



(i + a)-- 



Quand n croit indéfiniment, le dénominateur augmentant 
indéfiniment» la fra<^on tend v^isi séro* 
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200. Insérer entre deux nombres un tertain nombre de 
moyens géométriques. Qn appelle moyens géométriques, 
insérés entre deux nombres donnés, des nombres qui for- 
mant une progression géométrique dont les nombres donnés 
sont les deux extrêmes. La question revient évidenunent k 
trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens entre a et 6. En appelant r la 
raison cherchée, on a 

b = ar^' ; 
d'où l'on tire 



{^) 



•=v/!- 



Ainsi, un obtient la raison de la progression en extrayant 
du quotierU des deux nombres donnés une racine ayant pour 
indice le nombre de moyens à insérer plus un. 

Théorème II. 

201. 5t, entre deux termes consécutifs d'une progression 
géométrique^ on insère un même nombre de moyens ^ les 
progressions partielles ainsi obtenues forment une seuU et 
mime progression* 

En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs de la progression, et que le 
quotient de ces deux termes est constant, la raison sera la 
même dans toutes les progressions partielles. Et comme le 
dernier terme de chacune d'elles égale le premier de la sui- 
vante, ces progressions partielles se continuent de manière 
à ne former qu'une seule et même progression. 

Théorème IIL 

202. Dans toute progression géùmitrique^ le produit de 
deux termes égalemm^ diHanls des extrêmes fst constant, 
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Soit la progression 

fra:6: c : A : k\ l. 

Je considère le second terme et Tavant -dernier ; le second 
terme égale le premier multiplié par la raison, 

b=ary 
ravant^demier égale le dernier divisé par la raison. 

On a donc 

bk = al. 

On a de même, en considérant les deux termes c et A, 

r 
d'où l'on déduit 

cA=M, 
et ainsi de suite. 

Lorsque la progression contient un nombre impair de 
termes, il y a au milieu un terme également distant des ex- 
trêmes. Le carré de ce terme égale le produit des extrêmes. 
Ainsi, dans la progression 

H 2 : 6 : 18 : 54 : 163 : 486 : 1458, 

les termes 2 et i458, 6 et 486, 18 et 162 donnent le même 
produit 2916, qui est le carré du terme du milieu 54- 

Théorème IV. 

203. Le produit des termes d*une progression géométrique 
égale la racine carrée du produit des extrêmes, élevé à une 
puissance marquée par le nombre des termes. 
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Soît la progression 

Traib: c la: k : L 

Appelons n le nombre des termes, P le produit des termes. 
Écrivons ce produit au-dessus de lui-même en ordre inverse. 

F = abc akly 

P = Ika cba. 

On voit que les deux facteurs placés l'un au-dessous de Fautre 
sont des termes également distants des extrêmes dans la 
progression, et que par conséquent leur produit est constant 
et égal au produit des extrêmes al. Si donc on multiplie les 
deux produits Tun par l'autre, le produit total se composera 
du produit des extrêmes élevé à une puissance marquée par 
le nombre des termes. On aura 

P«= [alY^, 
d'où 

(5) P = ^[air. 

En remplaçant l par sa valeur 
/ = ar^-\ 
on obtient cette autre formule 

n(n~l) 

(4) P = ^a«»r*^"'*> = aV * , 

qui n'exige plus l'extraction d'une racine carrée; car l'ex- 
posant n{n — i), produit de deux nombres entiers consécu- 
tifs, est toujours pair. 

Théorème V. 

204- On obtient la somme des termes d'une progression 
géométrique en retranchant du premier terme le dernier 
multiplié par la raison et divisant la différence par Vunité 
moins la raison. 
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Appelons S la somme cherchée, 

S = a+ar^ar^ + ar*^^. 

Multiplions -la par la raison r, nous avons 

Sr =«r -f ar- + «^* + «*•*• 

Si nous retranchons cette seconde égalité de la première, 
tous les termes se détruisent dans les seconds membres, 
excepté le premier et le dernier, et il vient 

8(1 — r) = a— ar% 
d'où Ton déduit 

(5) , s=îi=:^; 

ou 

(6) S = i=^. 

^ i — r 

On emploie cette formule telle qu'elle est, si la progression 
est décroissante. Mais si la progression est croissante, les 
deux termes de la fraction étant négatifs, on changera leurs 
signes, et l'on aura 

(7) s=^f=ll. 

r — i 

Exemple : la somme des termes de la progression géomé- 
trique croissante 

f^ a : 6 : 18 : 54 : 162 : 486 : 1458 

est, d'après la formule (7) 

3— i 

La somme des termes de la même progression écrite en 
ordre inverse et alors décroissante est, d'après la formule (6) , 

1458 — a X^ 

S= 5 = 2186. 

1 

»-5 
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Remarque. On obtient aussi les fonnules précédentes en 
écrivant la somme cherchée soud la forme 

S = a(i+r + r« + r*^') 

et remarquant que la parenthèse est le quotient de i — r" 
par 1 — r (m* 68) , ce qui donne immédiatement 

a{i — r*) 



S=- 



1 — r 



TâÉORÈME VI. 

205. La somme des termes d*une progression géométrique 
décroissante à ïinfini tend vers une limite égale au premier 
terme divisé par V unité moins la raison. 

Supposons que la progression géométrique décroissante 

ttu: ar: ar* : 

se prolonge indéfiniment. La somme des n premiers termes 
est donnée par la formule 



Si Ton prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
la raison r étant plus petite que Tunité en valeur absolue, 
le terme af de la progression décroissante diminue de 

plus en plus, et tend vers zéro, ainsi que la quantité 

quand n augmente indéfiniment; donc la somme des termes 
se rapproche indéfiniment de la quantité fixe , de ma- 
nière à en différer aussi peu qu'on voudra. En un mot, la 

somme des termes tend vers la litûite . 

1 — r 

Le mode de convergence de la somme des termes vers sa 
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limite n'est pas le même, suivant que la raison est positive 
ou négative. Pour fixer les idées, supposons que le pre- 
mier terme a soit une quantité positive. Lorsque la raison 
est positive, tous les termes de la progression sont positifs ; 
dans ce cas, il est évident que la somme va en augmentant 
constamment, à mesure que l'on prend un plus grand nombre 
de termes; mais elle n'augmente pas au delà de toute limite, 

car elle reste toujours inférieure à la quantité fixe ; 

elle ne peut même atteindre rigoureusement cette limite, 
dont elle se rapproche indéfmiment. 

Lorsque la raison est négative, les termes de la progres- 
sion sont alternativement positifs et négatifs; la formule (5) 
montre que la somme des n premiers termes est tantôt 

plus petite, tantôt plus grande que la quantité fixe — — , 

dont elle se rapproche de plus en plus; si n est ^ir, la 

différence est négative, et la somme plus petite 

que la limite; au contraire, si n est impair, la différence 
est positive et la somme plus grande que la limite ; ainsi, 
dans ce cas, la somme des termes converge vers la limite 

, en oscillant de part et d'autre. 

i — r ^ 

Applications, i"" La somme des termes de la progresâon 
décroissante 

2 ^4 ^8^ ' 



dont la raison est -, a pour limite 



1 

a 

1 
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On voit bien sur cet exemple comment les sommes con- 
sécutives 

!_ 3 7 i5 

? 4' 8' Te^ ' 

que Ton obtient en prenant, le premier terme, les deux pre- 
miers, les trois premiers, etc. , tendent vers la limite i ; la pre- 
mière somme diffère de l'unité de -, la seconde de 7^, la 

2 4 

troisième de ^ , la quatrième de -^, et ainsi de suite, 
o 10 

2'' La somme des termes de la progression décroissante 

2 4 8 16"*" ' 

dont la raison est , a pour limite 

3 

2 

Dans ce second exemple, la raison est négative et les 
sommes consécutives 

3 3 9 i5 35 

? 4' 8' ^' 3^' ' 

sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
limite 1 ; la première surpasse Tunité de -, la seconde en 

diffère de|, la troisième la surpasse de^, la quatrième 
4 » 

en diffère de -^^ etc. 
16 

3° Les fractions décimales périodiques sont des progres- 

18 
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sions géométriques décroissantes. Par exemple, la fraction 
décimale périodique simple 



0^555555.... 
peut s'écrire 

85 j 55 j 55 

100 lOO' lOO' 



c'est uiie progression géométrique doiit k raison est — 

La somme des termes tend vers la limite 

55 

ioo S5 



j \_ 99 

100 



Cette limite est ce qu'on appelle la valeur de la fraction 
décimale périodique. 



CHAPITRE III. 

LOGARITHMES. 



Définition. 

206. Étant données deux progressions^ Tune géomé- 
trique commençant par Tunitéç râiltre arithmétique coni- 
mençant par zéro, 

fr 1 : a : a' : a* : a* . ...... 

T . 6 . 2& . 56 . 4^ , 

les termes de la .progression arithmétique âorit dits les 
logarithmes des termes correspondants de la progression 
géométrique. L'ensemble de ces deux progressions constitue 
ce qu'on appelle un système de logarithmes. 

On suppose en général que la raison a de la progression 
géométrique est plus grande que l'unité^ la raison b de là 
progression arithmétique étant d'ailleurs positive } de cette 
manière les termes de la progression géométrique augmen- 
tent indéfiniment, de même que les termes de la progression 
arithmétique. 

207. Nous avons défini de la sorte les logarithmes des 
nombres qui font partie de la progressiun géométrique ; il 
est facile d'étendre cette définition à tous les nombres. 
Concevons que l'ott insère un très-grand nombre de moyens 
géométriques entre deux termes consécutifs de la progres- 
sion géométrique, on formera une nouvelle progression 
géométrique procédant par intervalles beaucoup plus res- 



276 LIVRE IV. — GHAP. lïl. 

serrés. Si, par exemple, on insère mille moyens géomé- 
triques en deux termes consécutifs, la nouvelle progres- 
sion renjfermera mille nombres entre i et a, mille entre a 
et a% etc. En insérant le même nombre de moyens arith- 
métiques entre deux termes consécutifs de la progression 
arithmétique, on formera une nouvelle progression arith- 
métique qui donnera exactement les logarithmes de tous les 
nombres inscrits dans la nouvelle progression géométrique, 
et approximativement les logarithmes de tous les autres 
nombres. 

Soitn — 1 le nombre des moyens insérés. Appelons g 
la raison de la nouvelle progression géométrique, r celle de 
la nouvelle progression arithmétique ; on a 



9 



b 



= Va, »•=-> 



n 



et les deux nouvelles progressions s'écrivent 

T o • r . ar . 3r 

On voit que la raison r de la nouvelle progression arith- 
métique est aussi petite qu'on veut. Je vais démontrer que 
l'excès de la raison q de la nouvelle progression géométrique 
sur l'unité peut être aussi rendue plus petite qu'une quan- 
tité donnée a, si petite qu'elle soit. En effet, l'inégalité 

V a < 1 + a 

sera satisfaite si l'on a 

a<(i4-û)% 
ou 

Or, si petite que soit a, on sait (n* 198) que n peut être 
pris assez grand pour que (i + a)** surpasse la quantité 
donnée a. Pour cette valeur de n et pour toutes les valeurs 
plus grandes, la raison q sera donc moindre que i + a. 
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Soit A un nombre positif quelconque plus grand que l'u- 
nité ; si ce nombre fait partie de la nouvelle progression 
géométrique, le terme correspondant de la progression 
arithmétique donnera exactement son logarithme. Si ce 
nombre ne fait pas partie de la progression géométrique, 
il sera compris entre deux termes consécutifs g"* et g*^' ; or 
la diiférence de ces deux termes 

étant moindre que Aa, puisque g** est plus petit que A, et 
q — 1 plus petit que a, peut être rendue aussi petite qu'on 
veut ; le nombre A différera donc de chacun des termes qui 
le comprennent aussi peu qu'on voudra. On prendra approxi- 
mativement pour le logarithme de A celui de l'un d'eux, 
soit mr, soit (m + 0^5 l'erreur commise sur ce logarithme, 

étant moindre que la raison r ou-, sera aussi petite qu'on 
voudra. 

Propriétés fondamentales des logarithmes. 

Théorème L 

208. Le logarithme du produit de plusieurs facteurs égale 
la somme des logarithmes de ces facteurs. 
Considérons les deux progressions 



i : g : g* : q^ : g 
. r . 2r 5r . 4^ 



r4 • 



• ...< 



au moyen desquelles on définit les logarithmes. Nous re- 
marquons que les termes de la progression arithmétique 
sont les multiples successifs de la raison, et que les termes 
de la progression géométrique sont les puissances succes- 
sives de la raison. Ces progressions sont disposées de ma- 
nière que les termes qui occupent le même rang soient 
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plapéi î'to ^Ur4^a5tpii^ dç ra«tre; 0(1 voit que, daps deux 
tpripe» eoî?e^p©«d*ats ^f'^et mr^ h même nombre m sert à 
te tm d^m^o^ïït 0t àe rauWplicatem*, 

Je multiplie ^m^ termes quelconques 9** et q"" fte 1» pro- 
gçewan gé^çiétrique^ le produit q"^-^^ est a^issi un terme de 
Ift progression géométriqpie. J'additionne leurs logiuitbmes, 
c'est-à-dire les deux termes correspondante mr et iir de la pro- 
gression arithmétique; la somme (m+w) y* est aussi un terme 
de la progression arithmétique. Or on voit que le produit g**** 
et la sonjme (*» -f n) r sie correspondent dans les deux pro- 
gresi^ion». Donc le logarithme du produit égale la somme des 
logarithmes des fkcteurs. 

En général, sérient a et b deux nombres quelconques, on 
aura 

log(« X *) = loga + log b. 

Ce théorèiie s* étend évidemment à un nombre quelcon-- 
que de facteurs. 

Théorème II. 

209. Le logarithme d'un quotient égale le logarithme du 
dividende moins le logarithme du diviseur. 

Appelons c le quotient de a par 6 (a étant supposé plus 
grand que 6) . On a 

et, d'après le théorème précédent, 

log« = logô + l0gc; 
d'où 

log c = loga — logé, 
ainsi 

log-=logfl—log^. 
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Théorème III. 

210. Le logarithme de la puissance d'un nombre égale 
le logarithme de ce non^bre multiplié par Hndice de la puis- 
sance. 

En effet, h puissance a"* étant le produit de m facteurs 

égaux à a, on a 

a*»==aXaXaX ; 

d'où 

log<*«»=k)g«+ ]oga + ]oga+ , 

\ùga^=zmtoga. 

Par exemple, le logarithme du carré d'un nombre égale 
deux fois le logarithme de ce nombre, le logarithme du cube 
égale trois fois le logarithme du nombre, etc. 

Théorème IV. 

211. IjC logarithme de la racine d'un nqrnbfe igiile le 
logarithme du nombre diivisé par (indice du^ f adica/* 

Appelons b la radne m' de a; on a 
a = 4"*; 
et, d'après le théorème précédent, 

loga =mlog6; 
d'où 

m 
Ainsi 

, "•/" loga 

m 

Par exemple, la racine carrée ou la racÎBe cubique d'un 
nombre a pour loggtfithme la moitié ou le tiers du loga- 
rithme de ce nomboe. 

212. Remarque, En arithmétique, oa apprend à effec- 
tuer six opérations sur les nombres : trais op^atious di- 
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rectes et trois opérations inverses. Les trois opérations di- 
rectes sont, Taddition, la multiplication et l'élévation aux 
puissances. Les trois opérations inverses sont, la soustrac- 
tion, la division et l'extraction des racines. La soustraction 
est l'opération inverse de l'addition ; la division l'opération 
inverse de la multiplication; l'extraction des racines l'opé- 
ration inverse de l'élévation aux puissances. 

Il y a ainsi trois ordres d'opérations, comprenant cha- 
cune une opération directe et une opération inverse. Les 
opérations du premier ordre, addition et soustraction, s'ef- 
fectuent facilement et avec rapidité ; celles du second ordre, 
multiplication et division, sont déjà plus longues et plus 
difficiles; enfin celles du troisième ordre, puissance et racine, 
deviennent très-longues et très-pénibles. Les propriétés des 
logarithmes, que nous venons de démontrer, permettent 
de remplacer les opérations du second et du troisième ordre 
par celles d'un ordre moins élevé. Ainsi la multiplication 
et la division sont ramenées à l'addition et à la soustrac- 
tion des logarithmes, la puissance revient à une multipli- 
cation, la racine à une division. On comprend par là toute 
l'utilité des logarithmes. 

Logarithmes vulgaires. 

213. Les deux progressions par lesquelles on définit les 
logarithmes dont on fait habituellement usage, et qu'on 
appelle pour cette raison logarithmes vulgaires^ sont les 
suivantes : 

If 1 : lo : 100 : looo : , 

f O • 1 . 2 . 5 

Dans ce système, le logarithme de i o est i , celui de i oo est 
2, celui de looo est 3; en général lo»* a pour logarithme 
le nombre entier n. 
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On nomme base d'un système de logarithmes le nombre 
qui a pour logarithme l'unité. Le système des logarithmes 
vulgaires, que Ton appelle aussi logarithmes de Briggs^ a 
pour base le nombre dte, qui est la base de notre système 
de numération. 

Les logarithmes ont été calculés en décimales ; la partie 
entière d'un logarithme s'appelle caractéristique. Il est aisé 
de voir que la caractéristique du logarithme d'un nombre 
renferme autant d'unités qu*il y a de chiffres dans la partie 
entière du nombre moins un. En effet, -tout nombre compris 
entre i et lo n'a qu'un chiffre à sa partie entière; son 
logarithme, étant compris entre o et i , aura o pour partie 
entière ou pour caractéristique. Tout nombre compris entre 
lo et 100 a deux chiffres à sa partie entière; son loga- 
rithme, étant compris entre i et 2, aura 1 pour caracté- 
ristique. De même, tout nombre compris entre 100 et 1000 
a 3 chiifres à sa partie entière ; son logarithme, étant com- 
pris entre 2 et 3, a 2 pour caractéristique. En général tout 
nombre compris entre 1 o* et 1 o"^* a n + 1 chiffres à sa 
partie entière; son logarithme, étant compris entre n et 
n + 1 , an pour caractéristique. 

214. Le logarithme de lO** est n. Si l'on multiplie un 
nombre a par lo**, on a 

log(a X 10**) = loga + log 10" = loga + w. 

La partie décimale du logarithme reste la même; il suffit 
d'ajouter n unités à la caractéristique. 
Si l'on divise un nombre a par 1 o**, on a 

log — -=^ log a — log 10** = loga — n. 

La partie décimale reste la même; il suffit de retrancher n 
unités de la caractéristique. 

Ainsi, quand on multiplie ou quand on divise un nonére 
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par 10, 100, 1000... 9 tl mffU d'augmenter au ie dimi- 
nuer la çaraeiiriUique du logarithme d'utte, deux^ trois 

unités. 

II en résulte que, lorsque deux noiubres àéàmaxa ne dif- 
fèrent que par la place qu'occupe la virgule, leurs loga- 
rithmes ont la i»ême partie décimale et no difièreut que par 
la caractéristique. Ceci est important pour la facilité des 
calculs, parce qu'on a souvent à déplacer la viigule dans 
les nombres décimaux. 

Tables de CalkL 

2i5. Les tables de Ic^aritbmes le» plus visitées en France 
sont les petites tables de Lalande et les grandes tables de 
Galuet. 

Les tables de Lalande. contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de i à loooo, avec cinq décimales* 

On a apiM'is en arithmétique l'usage des tables de La- 
lande; iious ne parlerons ici que des ts^sis^ de Gallet 

Lgs tables de Çallet çon^ennent )es logs^rithsies des 
nombres entiers de i à lo&wo* L» prepiière partie de la 
table, nommée première çbiliade (premier mille) , contient 
les logarithmes des 1200 premiers nombres avec huit dé- 
cimales. La table change ensuite de disposition, et donne 
les logarithmes des nombres de 10200 à 100000, avec 
sept décimales; à la fin, la table se prolonge de 100000 
à 108000, avec huit décimales *. Dans la colonne verticale 
intitulée N, on lit les dizaines des nombres ; les unités sont 
inscrites au haut de la page et en tête des dix colonnes inti- 
tulées o, 1, 2,... 8, 9. La caractéristique n'est pas indi- 

* Galiet a prolongé ses tables jusqu'à 108000, parce que 108000 
est le noiïibre de secondes contenues dans Tangle de So degrés ou 
le tiers de l'angle droit. 
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quée ; il est facile de l'ajouter d'après la règle énoncée. 
Dms la colonne voisine, on trouve les trois premiers chiffres 
déciipaux de chaque logarithme; les quatrç suivants sont 
inscrits dans la colonne convenable. Si Ton veut, par 
exemple, Je logarithme du nombre 55647, dans la colonne 
verticale intitulée N on descendra jusqu'au nombre 3564» 
puis, dans cette ligne horizontale, on s'avancera vers la 
droite jusqu'^ la colonne intitulé^ 7, et l'on écrira 

log35647 = 4,552025o. 

Le nombre ayant cinq chiffres, on commencera par écrire 
ça caractéristique 4 ; les trois premiers chiffres décimaux 552 
sont communs à un assez grai^d nombre de logarithmes ; on 
trouve^les quatre derniers, o23o, dans la colonne verticale 
intitulée 7 *. 

Poiu* effectuer des calculs par logarithmes, il faut savoir 
résoudre ces deux questions : 1* trouver le logarithme d'un 
nombre donné ; 2^» trouver le nombre qui correspond à un 
Logarithme donné. 

Trouver le logarithme d'un nombre donné. 

216. Trouver h logarithme d*un nombre entier. Si le 
nombre est dans la limite des tables, s'il est plus petit que 
108000, on trouve immédiatement dans les tables le loga- 
rithme demandé. 

Si le nombre surpasse la limite des tables, on l'y ra- 
mène, en le divisant par une puissance de 10. Qn demande, 
par exemple, le logarithme du nombre 356478. Afin de 
rendre ce nombre plus petit que looooo, on le divise par 

* L'excellente édition des tables de Callet que vient de publier 
M. Dupuîs contient les logarithmes de 1 à 100000 avec sept déci- 
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10, ce qui donne le nombre décimal 55647,8. La question 
revient à chercher le logarithme de ce nombre décimal; 
car, une fois ce logarithme trouvé, en ajoutant i à sa ca- 
ractéristique, on aura le logarithme demandé. 

Les tables donnent le logarithme de la partie entière 
55647- La différence entre ce logarithme et celui du nom- 
bre suivant 35648 est 122 unités du septième ordre déci- 
mal. On admet que les accroissements du logarithme sont 
sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre, 
quand il s'agit d'accroissements moindres que l'unité. On 
dira donc : puisque, pour une augmentation d'une unité dans 
le nombre 35647, î^ ^^^^ ajouter 122 au logarithme, pour 
une augmentation de 0,8 dans le nombre il faudra ajouter 
au logarithme les — de 122 soit^-^—^, ou 98 unités du 
septième ordre, en négligeant les unités plus petites. 

Mais on trouve cette augmentation toute calculée dans 
les tables de Callet; car, dans la dernière colonne verticale 
à droite, on voit, au-dessous de la différence 122, un petit 
tableau indiquant les augmentations du logarithme qui cor- 
respondent à i> 2, 3, ..... 9 dixièmes. Ainsi 

log55647 = 4»552023o 
pour 0,8 98 

log 35647,8 = 4,552o528. 

En ajoutant une unité à la caractéristique, on a 

log356478 = 5,552o3a8. 

Nous avons supposé que les accroissements du logarithme 
sont sensiblement proportionnels aux accroissements du 
nombre; cette proportion n'est pas rigoureusement exacte 
et il en résulte une certaine erreur dans le calcul des loga- 
rithmes des nombres décimaux. Mais on démontre que, 
lorsque le nombre est plus grand que loooo, l'erreur com- 
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mise n'altère pas les sept premiers chiffres décimaux du 
logarithme; on peut donc regarder la proportion comme 
exacte. 

Soit encore à calculer lé logarithme du nombre a 543*247* 
En divisant par loo, on ramènera le nombre proposé au 
nombre décimal 26432,47, La table donne le logarithme 
de la partie entière. La table des parties proportionnelles 
montre qu'à une augmentation 0,4 dans le nombre cor- 
respond une augmentation 68 dans le logarithme. Il reste 
à trouver ce qu'il faut encore ajouter pour 0,07. On voit 
dans la table qu'à 0,7 correspond ime augmentation 120; 
à 0,07 correspondra donc une augmentation dix fois plus 
petite, soit 12. Il faut donc au logarithme de 2 5432 ajouter 
68 + 12, c'est-à-dire 80. Faisant le calcul de tête, on 
écrira de suite 

logîi5432,4;? = 4,4o55885. 

En ajoutant 2 unités à la caractéristique, on en déduit 

log 2543247 = 64o53885. 

217. Il est bon de remarquer que, dans la recherche du 
logarithme d'un nombre, il n'y a lieu de considérer que les 
huit premiers chiffres de gauche ; les suivants, n'ayant pas 
d'influence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En 
effet, supposons la virgule placée après le cinquième chiffre, 
si Ton néglige le chiffre des dix-millièmes et lés suivants, 
on commet sur le nombre une erreur moindre qu'un mil- 
lième; la plus grande différence tubulaire étant 434» on 
commet sur le logarithme une erreur moindre qu'une demi- 
unité du septième ordre décimal. 

On demande, par exemple, le logarithme du nombre 
no56,4852. Après avoir cherché dans les tables le loga- 
rithme de uo56, on dira, à l'aide des parties proportion- 
nelles placées au-dessous de la différence 893 : à 0,4 cor- 
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respond 167, à 0,8 correspond 3i, à o,oo5 correspond 2; 
en tout 190 qu*il faut ajouter au logarithme de 1 io56, ce 
qui donne 

log 11056,485 = 4>o4è6i7ô. 

Quand le premier chiffre est égal ou supérieur à 4» le 
huitième chiffre n*a pas d'influence sensible sur le résultat. 
Soit à trouver le logarithme de 46867,284. Après avoir 
trouvé le logarithme de 46867, on voit qu'à 0,2 correspond 
une augmentation 18, à 0,08 une augmentation 7 ; le chiffre 
des millièmes n'a pas d* influence; il faut donc ajouter 
18 + 7 ou 25 au logarithme de 46867, ce qui donne 

log46867,38 t=z 4,6:^08697. 

Quand le chiffre des millièmes est plus grand que 6, on 
force le chiffre des centièmes. 

218. Trouver le logarithme d\m nombre décimal. On de- 
mande le logarithme du nombre décimal 35,6478. On le 
multipliera par une puissance de 10, de manière qu'il se 
rapproche le plus possible de la limite des tablesi K Ton 
opère avec les tables de Callet, on multipliera par 1000 et 
on cherchera le logarithme du nombre 35647,8; puis on 
retranchera trois unités de la caractéristique ; 

log35647,8 = 4,552o528 
log35,6478 = i,55ao528. 

219. Trouver le logarithme d^un Hombre fracUonnaith 
11 y a deux manières de procéder : ou bien dn convertira le 
nombre fractionnaire en nombre décimal et on appliquera 
la règle précédente ; ou bien, mettant le nombre fraction- 
naire sous forme de fraction ordinaire, et remarquant qu ime 
fraction égale le quotient de son numérateur* par son déno- 
minateur, on retranchera du logarithme du numérateur le 
logarithme du dénominateur. 
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Caractéristiques négatives. 

220. Les deux progressions par lesquelles nous avons 
défini les logarithmes, nous donnent, avec une approxi- 
mation aussi grande qrfon veut, les logarithmes de tous 
les nombres plus grands que Ttinité. Voici comment on dé- 
finit les logarithmes des nombres plus petits que Tunité. 

Imaginons que Ton prolonge les deux progressions vers 
la gauche, comme on les a prolongées vers la droite ; en 
ce qui concerne la progression géométrique, chaque terme 
étant égal au terme placé â sa droite divisé par la raison, 
on prolongera la progression vers la gauche en divisant 
paCr la raîsoù; de même, chaque terme de la progression 
arithmétique étant égal au terme placé à sa droite, moins 
la raisoii, on prolongera cette progression en retranchant 
la raison. De cèttet manière, les deux progressions dé- 
tiennent 

q q q 2 :i a a 



. — 5r . — ir — r . o . r . ar . Sr . 4^ . 



les nombres -, -s, , plus petits que l'unité, auront ainsi 

des logarithmes négatifs — r^-^iir, ..... 

La propriété fondamentale des logarithmes, savoir que le 
logarithme d'un produit égale la somme des logarithmes des 
facteurs subsiste, pourvu que Ton entende que le logarithme 
du produit égale la somme algèirique des logarithmes des 
facteurs. En effet, dans*la progression géométrique, prenons 

d'abord deux termes g**, —, le premier plus grand que 

l'unité, le second plus petit; si m>ii, le produit de ces 
deux termes sera 9*"""; la somme algébrique des termes 
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correspondants mr et — nr de la progression arithmétique 
est {m — n)r; c'est lé logarithme du produit. Si m<n^ le 

produit est -^^r;^; la somme algébrique des logarithmes 

— (« — m)r est le terme correspondant de la progression 
arithmétique; c'est le logarithme du produit. Prenons 

maintenant deux facteurs -^ et — plus petits que Tunité ; 

là somme des logarithmes — mr — nr ou — {m + n)r est 

encore le logarithme du produit -;^. Ainsi, dans tous les 

cas, le logarithme du produit égale la somme algébrique 
des logarithmes des facteurs. 

Le théorème relatif à la multiplication étant ainsi géné- 
ralisé, ceux relatifs à la division, à l'élévation aux puis- 
sances et à l'extraction des racines, qui se déduisent du 
premier, ont le même degré de généralité. 

Reprenons maintenant les progressions qui ont servi à 
définir les logarithmes vulgaires 



: 0,001 : 0,01 : 0,1 : 1 : 10 : loo : looo : 

, — 5 . — 2 . — 1.0.1. a. 5. 



et prolongeons-les vers la gauche, comme nous l'avons dit ; 
on voit que tous les nombres compris entre i et o, i ont 
leurs logarithmes compris entre o et — i , les nombres com- 
pris entre o,i et o,oi ont leurs logarithmes compris entre 
— 1 et — 2, les nombres compris entre o,oi et o,ooi ont 
leurs logarithmes compris entre — a et — 3 , et ainsi de suite. 
221. Mais, dans la pratique, orf ne se sert pas de ces 
logarithmes entièrement négatifs; on laisse positive la partie 
décimale et on rend négative seulement la partie entière ou 
la caractéristique. On demande, par exemple, le logarithme 
du nombre o,o3526i. On trouvera dans la table le loga- 
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rithme du nombre entier 3526 1 , qui est 

4,5472946. 

Le logarithme du nombre décimal 3,526i, qui n'a qu'un 
cbifire à sa partie entière, est 

0,5472946. 

Pour passer de ce dernier nombre à la fraction décimale 
proposée, il faut diviser par 10' et par conséquent retran- 
cher 2 unités du logarithme; le logarithme du nombre dé- 
cimal o,o3526i est donc 

0,5473946 — a, 
ce qu'on écrit plus simplement 

2,5472946, 

la partie décimale restant positive, la caractéristique seule 

2 étant négative. 

On peut remarquer que la caractéristique négative du 
logarithme d'une fraction décimale est égale au rang du 
premier chiffre significatif après la virgule. En général, 
soit n le rang du premier chiffre significatif après la virgule; 
si Ton multiplie par 1 o", le nombre aura im chiffre significatif 
à sa partie entière, et la caractéristique de son logarithme 
sera zéro; comme il faut diviser par 10" pour revenir au 
nombre proposé, il faudra retrancher n unités du loga- 
rithme, ce qui donnera la caractéristique négative n. 

Il y a un grand avantage à laisser ainsi positive la partie 
décimale du logarithme d'un nombre moindre que l'unité ; 
quand on a à calculer le produit de plusieurs facteurs, les 
uns plus grands que l'unité, les autres plus petits, on 
additionnera les parties décimales de tous les logarithmes 
et on retranchera seulement les caractéristiques négatives, 

19 



290 LIVRE itr. -^ CÈAï*. m. 

ce qui est très-simple. Et d'aiUelitsi c'est sofas cette formé 
que Ton obtient, au moyen des tables, les logarithmes des 
nombres plus petits que Tunité. 

ï^ous âvôilÈ» écrit te Idgariâunë dti mmbrë biéi5iÊ&i seitô 
la forme 

3,5473946, 

laissant positive la partie décimale; en effectuant la sous- 
traction, on a ie logarithme négatif 

-^ >, 4537064. 

Mais si Ton employait les logarithmes éiitiéremeiit néga- 
tifs, il faudrait additionner lès unsl, retrancher les autres, 
ce qui serait beaucoup plus compliqué. 

Trouver le nombre qm àâmeî Un logarithme donné. 

222. ïrouver le nomtre qui a pour logarithme 4»552o552 

avec les tables de Gallet. On regarde dans les tablés tttiel 

éèt le plils grâild lôgàritllmé cotitènti dafiô lé logarithfne 

donné; c'est 4,^52025o (Jlii correspond au tiombl-e 35647; 

le hoinbte cherché est doiic éôrapris entre 35647 et ^5648. 

Le Ic^gàrithtîié Aontiè Stifpaâsë lé logarithme de 55647 de 

162 ùhitêâ dtt Septième ordre : Qt U différence tàbtûaire 

est 122', t'est-à-dlte que ai Ton âùgtnente le logarithme dd 

35647 de 1 si 2 Unités du dettiier ordre, il faudrait augnlelîtét' 

d'une unité le nombre 35647 » si Toh suppose les acci^ols- 

sements du nombre proportionnels à cent du logarithme, 

âuné âtigmentâtioti idîi dans le logârîthitîe Correspondra 

t d2 
dans le nombre une augmentation égale à = o,83. 

MâiiS il est plus commode de se servir de la petite table 
des pArtkîs pfopofticfflnelles s cette table fllëntfe qti*à une 
aiîgtoeDitatiOn gè dans \b logarithme Cçtt-i*espctod une aug- 



LOeARlTHM£S. 291 

mentation o^S dans le nombre. Il reste 4; ^ Faugmen-^ 
tation 4o dans le logarithme correspond une augmentatioa 
o,S dans le nombre; à l'augmentation dix fois plus petite 
4 correspondra donc une augmentation o,o5a Ainâ à Taug- 
mentation lôô dans le logarithme correspond une augmen^ 
tation 0,83 dans le nombre. Le nombre cherché est donc 
35647,83 à un centième près. 

2âS. On ramène toujours la oarabtérïstiquë du l^arithme 
donné à être égale à 4, sauf à multiplier ou à diviser ensuite 
le ndm))re trouvé par une puissance de lot 

Exemples : i° Trouver le nombre qui a pour logarithme 
5,552o332. Je retranche i de la caractéristique pour raôiener 
le logarithme dans les limites des tables, et je cherche le 
nombre qui a pour logarithme 4,552o332 ; c*est 35647,83. 
Pour revenir au logarithme donné, il faut ajouter I à la ca- 
ractéristique, et par conséquent multiplier par lo : le nom- 
bre cherché est donc 356478,3 à un dixième près. 

2° Trouver le nombre qui a pour logarithme i,55£o33a. 
On ajoutera 3 unités à la caractéristique, et Ton cherchera 
le nombre qui a pour logarithme 4»552o332 ; c'est 35647,83. 
Pour revenir au logarithme proposé, il faut retrancher 3 de 
la caractéristique, et par conséquent diviser par 1000; le 
nombre cherché est donc 35,64783 avec cinq décimales 
exactes. 

Oti voit qu'il y a un grand avantage à augmenter la caracté- 
ristique de manière à opérer dans la partie la plus élevée des 
tables; si l'on avait conservé la caractéristique 1, on aurait 
trouvé le nombre 35,65 avec deux décimales seulement, 
tandis qu'en opérant comme on Fa fait, on a obtenu cinq 
décimales. 

3* Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,552o33a. 
Je cherche le nombre qui a pour logarithme o,552o332; 
c'est 3,564783. La caractéristique négative 2 indique qu'il 
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faut diviser ce nombre par loo; le nombre demandé est 
donc o,o3564783. 

224. II importe de se rendre compte du degré d'approxi- 
mation avec lequel on obtient les nombres à l'aide de leurs 
logarithmes. Soit log a;=:a, le logarithme donné a ayant 
une caractéristique égale à 4 ; appelons x^ le nombre que 
l'on trouve en opérant comme nous l'avons expliqué, et A la 
difiérence tabulaire dont on s'est servi. Pour produire une 
variation d'une unité du septième ordre décimal dans le 
logarithme, il faut faire varier le nombre d'une quantité 

a =-; par conséquent, le mode de calcul adopté donnera 
les logarithmes approchés 

log(â:, + «) = a+Aï-, log(x, — a) = a^^i 

mais on sait que l'erreur causée par la proportion est 
moindre que —y ; on a donc 

^ 10^ 

log (a?4 + a) > a, log [x^ — a) <«; 

ainsi le nombre a?, qui a pour logarithme a, est compris 
entre a?j — à et oj^+a; en prenant la valeur approchée rr,, 
on commet une erreur moindre que a, c'est-à-dire moindre 

que T. Dans le voisinage de loooo la difiérence tabulaire 

est plus grande que 4oo ; l'erreur commise sur le nombre est 

moindre que -z — ; le nombre lui-même étant plus grand que 

10000, Terreur relative est moindre que , . A mesure 

4000000 

qu'on s'élève dans la table, la cQfférence tabulaire diminue, 

et par conséquent l'erreur absolue augmente ; mais l'erreur 

relative reste à peu près la même. Par exemple, vers 435oo la 
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différence tabulaire est loo et Terreur absolue moindre que 
— ; mais Terreur relative est encore moindre que - 



100* ^ 4000000* 

Vers 99000, la différence tabulaire est 44 et Terreur absolue 

moindre que yy ; Terreur relative est toujours moindre que 



4000000' 

Ainsi les tables de Gallet donnent les nombres avec une 
erreur relative inférieure à un quart de millionième. 

RemarqiAes sur remploi des logarithmes. 

225. Multiplication. Lorsque les facteurs sont plus 
grands que Tunité, on ajoute leurs logarithmes; il n'y a là 
aucune difficulté. 

Lorsque certains facteurs sont plus petits que Tunité , 
leurs logarithmes ont des caractéristiques négatives qui in- 
diquent la division par des puissances de 10; on aura soin 
de retrancher ces caractéristiques négatives. 

!• Calculer le produit 

X = 8^5,6548 X 62,82407. 

On cherchera les logarithmes des deux facteurs et on les 
ajoutera, ce qui donne le logarithme du produit; puis on 
cherchera dans les tables le nombre correspondant. 

lOg 875,6348 = 2,9ft23230 

Iog6i;824o7= 1,7981261 

logar = 4,740449» 
X === 5501O595. 

2*" Calculer le produit 
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X = 87,50548 X o,o6a§a4o7 

log 87, 56348 = 1,9423230 

log 0,06282407 = 2,7981261 



^ log^ = 0,7404491 
a:=5,5oio9§. 

En ajoutant les logarithmes, on trouve 2 pour piirtie 
entière; mais, comme il faut retrancher 2, il reste q. 
5* Calculer le produit 

X = 87,56348 X 0,006282407 
log 87,56348 «= 1, 9423230 
log 0,006282407 =5,7981261 

loga:= j, 74044^1 
X = 0,5501095. 

L'addition' des logarithmes donne 2 poup p^iee^ti^pe; 
mais comn^e il h\\t retrancher 5, on obtient k o^r^téns- 
lique négative 1. 

4° Calculer le produit 

X 0,08756348 X 0,00628240^ 

log 0,08756348 = 2,9423230 

log Q,qoÔ28à4o7 =: 3,7981261 

logo: = 4,7404491 
X = 0,0005501095. 

L'addition de9 logarithmes dpnne 1 poiif p^rtiç &H^^f 
comme il faut retrancher 2 et 3, c'est-à-dire 5, on a la 
caractéristique négative 4- 

226. Division. On sait que, pour effectuer une division, il 
faut du logarithme du dividende retrancher le logarithme 
du diviseur. Lorsqu'on n'a qu'une simple division à faire, 
on peut procéder de cette manière; mais quapd on a une 



série de multiplications et de divisions à effootuer, il ept 
plus commode de p'^voir qu^ 4^^ logarithmes à ajouter. 
Pour cela on trapsfqriQe les logarithi^BS à retrancher, de 
manière que leurs paFtidS déeioi^es deviennent positives. 
Soit, par exemple, à calculer 



X 



_ 256,59 X ^^7^46 



Il faut retrancher le logarithme de 564,87, qui est 
2,7519485. On écrira 

' :«!?a,9fii948£iss-r9-r-O|75i9485:==-T-5+(i~o,7$i0485) 

On aura donc 

log 23Q,39 = 2,5736291 
logiQ7,4Ç = 2,1053739 

— log 564,87 = 3,24805 1 5 

JogâP= 1,7270545 
f := 53,34019, 

Quand on a ainsi rendu positive la partie décimale de 
— log 564,87, on additionne les parties décimales des trois 
logarithmes; la soustraction ne porte plus que sur la carac- 
téristique, ce qui est une grande simplification. 
Soit encore à calculer 

_ ,25659 X 1,2746 
"" o,pp56487 

Il faut diviser par le nombre 0,0056487, qui a pour 
logarithme 3,7519485. On éepra 

•-- 3,75 19485 =::+ 3 — 0,76 19445 :;?; 4 + ( I — Q,7$ i948fi) 
^9ja48o5i5. 
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On aiira donc 

logo,23639=: 1,3736291 

log 1,2746 = 0, 1053739 

— log 0,0056487 = a, 24805 1 5 

log J7= 1,7270545 
X = 53,34019. 

Remarquons cette manière de procéder : Pour retran- 
cher un logarithme^ on ajoute une unité à la caractèristiquey 
dont on change ensuite le signe et ton écrit à la suite le com- 
plément arithmétique de la partie décimale* 

Ainsi, dans le premier exemple, au lieu de retrancher 
2,7519485, on a ajouté 3,248o5i5. La caractéristique 2, 
augmentée d'une unité, puis changée de signe, donne 3; 
en prenant l'excès de l'unité sur la partie décimale 76 1 9485 , 
on obtient le complément 24805 1 5. 

Dans le second exemple, au lieu de retrancher 3,76 1 9485, 
on a ajouté 2,248o5i5. La caractéristique 3, augmentée 
d'une unité, puis changée de signe, donne 2. 

Quand à l'excès de l'unité sur la partie décimale du loga- 
rithme, ce qu'on appelle le complément arithmétique, on 
l'obtient aisément. De 1 il faut retrancher 0,7519485. Or, 
une unité vaut 9 dixièmes et 10 centièmes; 10 centièmes 
valent 9 centièmes et 10 millièmes, etc. L'unité égale donc 
0,999999 plus 10 unités du septième ordre. En effectuant 
la soustraction de gauche à droite, on obtient le complé- 
ment demandé : 

0,999999** 
0,7519485 

0,248051 5 

Ainsi, pour avàir le complément de la partie décimale d'tm 
logarithme , on retranche tous les chiffres de 9 , en allant 
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de gauche à droite j excepté le dernier que Von retranche 
de 10. 

Avec un peu d'habitude, on lit immédiatement le com- 
plément dans la table, en regardant le logarithme. 

227. Puissances. On sait qu'on élève un nombre à une 
puissance en multipliant son logarithme par l'indice de la 
puissance. 

1* Calculer 0?= 5". On cherchera d'abord le logarithme 
de 5, puis on multipliera ce logarithme par lo. 

log 5 = 0,69897000 
loga? == 6,9897000 
X = 9765624. 

2" Calculer a? = o,43s»6'. 

logo,43a6 = 7,636o865 
logar = 2,9082595 
X = O508095794. 

En multipliant par 3 la partie décimale o,636o865 du 
logarithme, on trouve 1,9082595 ; en multipliant par 3 la 
caractéristique négative — 1 , on a — 3 ; il faut donc retran- 
cher 3 de la partie entière du logarithme; ce qui donne 
2,9082695. 

3* Calculer x= (-^j . 

log2 = o,3oio5ooo 
— log 37 = 2,43179828 

log^, == 2,73282828 

\ogx = 7,6641414 

X = 0,0000004614678. 

En multipliant par 5 la partie décimale du logarithme, 
on trouve 3 pour partie entière. La caractéristique néga- 
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û\e — 2, multipliée par 5, ^onne — 105 en re(;ranchant 
10 de la partie entière, on obtient la caractéristique néga- 

228. IUX3I1IE8, Un extrait la rsjaim d-un nembre m âiv|- 

ant son logarithme p^r l'indice de Ift racine. 

j? Ç?açulerfF=v^47§9§§ 

log 478928 = 5,6802702 
lOga? 5:; i,8934»34 
« ==: 78,939()a, 

2' Calculer 0?= y 0,054327 

log 0,054^27 == 2,7350157 

log;r = 7,5783386 
0? = 0,3787377. 
Afin de rendre U para-ct^ristiquia p^gative divisible par 3, 
je retranche et j'ajoute une unité , et je suppose le loga- 
rithme écrit sous la îqvw 

rT-3-tr »^72^50|57. 

En diviaaiat pur § 1» partie n^ijative pt la part»p pqsitiye, 
ona 

- I + o,5783pjS == T,JJ78?^§8. 
3** Calculer x = y 0,0000098763 

log 0,0000098763 ;= 6,9945943 

logar = 2,9989189 
X = 0,09975137. 

Je suppose le logarithme écrit sous la forme 
— ÏQ+ 4.9945943, 
afin de rendre la partie négative divisible par S. En divisant 
par 5 les deux parties, on a 

— 2 + 0,9989189 = 2,9989189. 

229. Remarques sur les accroissements des logarithmes. 
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En examinant dans les tables la colonne des différences, on 
voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par 
exemple, les logarithmes dès nombres 486 et 487 diffèrent 
entre eux de 8927 unités du septième ordre, tandis que 
ceux des nombres 48624 et 48626 ne diffèrent plus que de 
89 unités du même ordre. Il est facile d'expliquer la cause 
de cette diminution. Soient a et a+ 1 deux nombres entiers 
consécutifs, la différence de leurs logarithmes est 

log(a+i)^loga==lQg^— ^ = log(i+^j; 

or, à mesure que a augmente, 1 + ~ diminue et tend vers 

J'unité : 1^ différence tabulaire diminue donc et tend vers 
zéro. Si Ton prolongeait les tables indéfiniment, cette diffé- 
fençe deviendrait infiniment petite. 

Je donne au nombre a un accroissement constant quel- 
conque ft, l'accroissement du logarithme 

log (a + A) — loga = loga = log \^^ j = log (1 + - j 

sera d'autant plus petit que a sera plus grand. Ainsi, pour 
un même accroissement absolu donné au nombre, l'accrois- 
sement du logarithme diminue à mesure que le nombre 
augmente. Mais si Ton donnait au nombre un même accrois- 
sement retatf^ (j'entends par accroissement relatif le rap- 
port de l'accroissement absolu au nombre lui-même , un 
nombre, par exemple, éprouve un accroissement relatif de 
j^, si on l'augmente de la 5^ partie de sa valeur) , l'ac- 
croissement du logarithme serait constant. En désignant 

par fc l'accroissement relatif, k=-, l'accroissement du lo- 
garithme devient log (i-fk) 5 c'est une quantité constante, 
si l'accroissement relatif reste le même. 
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230. Dans la recherche des logarithmes des nombres , 
on a supposé les accroissements du logarithme propor- 
tionnels à ceux du nombre; cette proportion n'est pas 
exacte. En effet, si Ton donne au nombre a l'accroissement 
A, le logarithme subit un certain accroissement; si l'on 
donne au nombre a + ft le même accroissement ft, le loga- 
rithme subit un nouvel accroissement plus petit que le pre- 
mier; ainsi, quand l'accroissement du nombre devient 
double, l'accroissement du logarithme est un peu moindre 
que le double; et réciproquement, quand l'accroissement du 
nombre devient moitié, l'accroissement du logarithme est 
un peu plus grand que la moitié. L'emploi de la proportion 
donne donc, dans le passage des nombres aux logarithmes, 
des résultats un peu trop faibles, et, dans le passage des 
logarithmes aux nombres, des résultats un peu trop forts. 

Mais, si l'on a soin d'employer toujours la partie la plus 
élevée des tables , l'erreur commise sur les logarithmes 
n'affectera pas les unités du septième ordre décimal; et en 
effet, dans les tables de Callet, on voit que la même diffé- 
rence tabulaire existe entre plusieurs couples de logarithmes 
consécutifs. Par exemple , du nombre 685g5 au nombre 
69744 la différence tabulaire est la même. Dans cet inter- 
valle, pour une unité d'augmentation dans le nonJ)re, le 
logarithme subit un accroissement constant 63 : pour deux, 
trois... unités d'augmentation dans le nombre, le loga- 
rithme subit donc un accroissement deux, trois. •• fois plus 
grand, et par conséquent les accroissements du nombre sont 
proportionnels à ceux du logarithme, du moins au degré 
d'approximation des tables. 



CHAPITRE IV. 

DES INTÉRÊTS COMPOSÉS. 



231. Ordinairement les intérêts d'un capital prêté se 
payent chaque année et constituent une rente ; mais il arrive 
quelquefois qu'on laisse les intérêts s'ajouter au capital, de 
manière que le capital s'accroisse d'année en année : c'est 
là ce qu'on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à tn- 
tirêts composés. 

On a appelé taux de l'intérêt ce que rapportent loo francs 
dans un an ; mais, dans le calcul des intérêts composés, il 
est plus commode de prendre pour taux l'intérêt de un franc 
en un an, intérêt que, pour abréger, nous désignerons par 
la lettre r. Ainsi, placer à 5 pour loo, c'est la même chose 
que placer à o,o5 pour i ; dans ce cas r =o,o5 ; placer à 
4,5o pour 100, c'est la même chose que placer à o,o45 
pour 1 ; dans ce cas, r = o,o45. 

282. Le capital un franc, augmenté de son intérêt, vaut, 
après une année, 1 + ''; un capital 2460 francs vaudra 
2^60 fois plus, c'est-à-dire (1 +r) x 2460 ou 2460 (1 + r). 
En général, si l'on représente par a un capital quelconque, 
sa valeur au bout d'un an, par l'addition des intérêts, sera 
a (1 + **)• Ainsi, on obtiPMt la valeur d*un capital après une 
année en multipliant ce capital par C unité au^gmenièe de V in- 
térêt de un franc. 

Par exemple, le capital 2460 francs placé à S pour 100 
vaut au bout d'un an 2460 x i,o5 =2 58e5. 
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Je suppose maintenant que le capital a soit placé pen- 
dant n années. Après une année ce capital devient a(i + r) ; 
tel est le capital dû à la fin de la première année et qui pro- 
duit intérêt pendant la seconde année. Pour savoir ce que 
devient ce capital a{i-^r) par T addition des intérêts de la 
seconde année, il faut le multiplier par 'i -{-r^ ce qui fait 
a(i +r) (i +r) ou a(i +r)*; tel est le capital dû à la fin 
de la seconde année, et qui produit intérêt pendant la troi- 
sième année. Pour savoir ce que devient ce capital a[i +ry, 
par l'addition des intérêts de la troisième années il faut le 
multiplier par i+r, cequifaito(i+f)* (1+**) oua(i+r)*; 
tel est le capital dû à la fin de la troisième année^ et qui pro- 
duit intérêt pendant la quatrième année. Le même raison- 
nement peut êtie continué indéfiniment; et comme chaque 
année nouvelle introduit un nouveau facteur 1 -j-r, la va- 
leur du capital, après n années, sera a(^-^■f)^ Ainsi, on 
obtient la valeur d'un capitaU placé à intérêts composés^ 
après u$i certain nombre d'années^ en multipliant ce capital 
par la valeur d*un franc après un an^ élevée à une puissance 
marquée par le nombre des années. 

Si donc Ton désigne par A la valeur du capital après n 
années, on a la formule générale 

(i) A = «(i+rr. 

Cette formule établit une relation entre les quatre quan- 
tités représentées par a, A, n, r, relation qui détermine 
Tune quelconque d'entre elles, quand on connaît les trois 
autres. On peut donc, à Taide de cette relation, résoudre 
les quatre questions suivantes. 

238. Problème L Quelle est la valeur d'un capital placé 
à intérêts composés^ et au taux r, après n années? 

C'est la question traitée précédemment : on calculera A 
par logarithmes. 
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Exemple. Trouver la Valeur du capital 12540 frahcs, 
placé à intérêts composés^ à 5 pour 100, â|)rès 7 ans. 

Je suppose dans tout ce qui suit que Ton opère avec les 
tables de Gallet 

logia54o = 4,0982975 . 

logi3o5 s= 0,0211895 
7 lqgi,o5 = o,i48525i 

logA = 4,2466226 
A = 17645,044 

23 A< Problème IL Quel e$t le capital fut, placé à intirêts 
oampoiés, au taux r, acquiert après n années une valeur A? 
La formule précédente donne 

(2) . a= ^ 



(a + rf 

Exemple. Quel est le capital qui, placé à intérêts compo- 
sés à 4»75 pour 100, vaut 24600 francs, après 12 années? 

log 24600. . . s == l\,3gogZ5i 

log 1,0475 = 0,020l54o 
i2log 1,0475 = 0,3418480 

logû = 4>i49o87i 

a = 14095,70. 

235. Problème IIL A qu^l taux faut-il placer un capital b,, 
à intérêts composés^ pour qu'après n années il acquière une 
valeur A? 

L'inconnue ici est r ; de la formule fondamentale on déduit 



(3) 



I + r 



=(/!• 



On calculera de cette manière la quantité 1 +f; retran- 
chant 1 du résultat, on aura r . 
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Exemple. A quel taux faut-il placer le capital 14096,70 
pour qu'après 12 années il vaille 24600 francs? 

Jog 34600 = 4,5909351 

log 14095,70 = 4,1490867 

logA — loga = 0^2418484 
log(i + '•) = o,oaoi54o 

1 +r = 1,0475, 
r = 0,0475. 

Il faut placer le capital à 4,76 pour 100. 

236. Problème IV. Pendant combien d* années faut4l pla- 
cer un capital a, au taux r, à intérêts cùmposés^ pour quHl 
acquière une valeur A? 

L'inconnue est n; de la formule fondamentale on déduit 

(4) (i+r)n = ^, 

et, en prenant les logarithmes, 

nlog(i + r)= log A — loga; 
ffoù 

_logA — loga 

^■~ log(i+r) • . 

237. Remarque. La formule des intérêts composés a été 
établie dans Thypothèse où le capital reste placé pendant 
un nombre entier d'années. Lorsque le capital reste placé 
pendant un certain nombre fl' années, plus une fraction 
d'année, on cherche d'abord sa valeur après le nombre en- 
tier d'années par la formule des intérêts composés, puis on 
calcule les intérêts simples de ce nouveau capital pendant 
la fraction d'années. 

Mais il sera plus simple d'appliquer la formule ordinaire 

A = a(i + r)% 
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dans laquelle on donnera an des valeurs fractionnaires; la 
différence des résultats est négligeable. 

Exemple I. Quelle est la valeur du capital i254o francs, 
placé à intérêts composés à 5 pour loo, après 7 ans 8 mois? 

Après 7 ans, le capital devient 17645,04; ce nouveau 
capital rapporte 588, 1 7 en 8 mois : donc après 7 ans 8 mois, 
le capital devient 18255,20. 

En donnant à n la valeur fractionnaire 7 + 17» on trouve 
18228,40; la différence est 4»8o; c'est une quantité rela- 
tivement très-petite; elle est plus petite que le ^Vô ^® '^ 
grandeur cherchée. 

Exemple II. Pendant combien d'années faut-il placer un 
capital à intérêts composés à 5 pour 100, pour qu'il ac- 
quière une valeur double ? 

Gomme la grandeur du capital n'a aucune influence dans 
la question, je suppose qu'il s'agisse du capital 1000 francs, 

10g2 



logi,o5' 
loga = o,5oio3oo 1 logo,3oio5 = 1,4786098 

logi,o5 = 0,0911893 I logo,oan893 = 3,5261167 

logn = i,i5a495i 
n = 14,207. 

Après i4 années le capital n'est pas encore doublé; après 
1 5 années il est plus que doublé. Après 1 4 années, le ca- 
pital 1000 francs devient 1979,95; «i Ton cherche dans 
combien de jours le capital 1979,95 produira ce qui manque 
pour que le capital primitif soit doublé, c'est-à-dire 20,07, 
on trouve 74 jours. Ainsi à 5 pour 100, le capital est doublé 
en i4 ans 74 jours. 

Si l'on prend la valeur fractionnaire n = 1 4*207 donnée 
par le calcul, on trouve 14 ans 76 jours. La différence n'est 
que d'un jour. 

20 
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Exemple IIL â quel taux faut-il placer un capital de 
12000 francs à intérêts composés, pour qu'il acquière une 
valeur de 18000 francs après 9 ans 5 mois? 

Dans la formule des intérêts composés, on donnera à n 
la valeur fractionnaire 9 + A» Il serait très-difficile de ré- 
soudre autrement la question. 

238. Problème V. On a deux billets, l'un d'une somme 
a payable dans 1 an ; l'autre d'une somme 6 payable dans 
5 ans, et on veut les convertir en un seul payable dans 
3 ans. 

Cherchons la valeur de chacun des deux billets dans 
3 ans à l'échéance du troisième billet. A cette époque, 2 
ans après son échéance, le premier billet vaudra 

a(i+r)»; , 

à* cette même époque, 2 ans avant son échéance, le second 
billet vaut 

b 

Si l'on appelle x la somme qui doit être inscrite sur le troi- 
sième billet, c'est-à-dire la somme à toucher dans 3 ans, 
on aura 

x = «(x + r)« + ^^. 

239. Problème YT. La population cTtin État estde 40 mil- 
lions d'habitants^ elle s'accroît chaque année de -^l-^ de $a 
valeur; on demande quelle sera la population de cet Ëtat 
dans un siècle. 

J'appelle P la population après un certain nombre d'an- 
nées; l'année suivante elle sera 
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Ainsi la population croit année par année, comme les termes 
d'une progression géométrique dont le premier terme est 
4o millions et la raison ff^. On demande le loi* terme de 
la progression : en désignant par x ce terme, on a 

X = 40009000. X i-z — l . 
X = 55793600. 

2i0. Problème VII. Les populatims de deux États sont, 
Vunelde 20 millions d^habitants, Vautre de dominions: la 
première s'accroît chaque année de j^, la seconde de ^. 
Dans combien de temps les deux populations seront-elles 
égales? 

J'appelle n le nombre d'années cherché ; après ce nombre 
d'années, les deux populations étant égales, on aura 



20000000 X ( — ) = 30000000 X (r — j 



d'où 



^X 



\aoo/ \3oo/ ' 

/2oO<3ooy_ 3 
\aoo X 301/ "" 2* 

/ 6o3 

\602 



'6o3y_3^ 
602/ a' 



si l'on prend les logarithmes, il vient 

n (Iog6o3 — log6oa) — log5 — log a, 
_ log3 — log2 
""logôoS — logôoa' 

n = 244* 
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QUESTIONS d'annuités. 

2i1 . Problème YIII. Une personne place chaque année une 
somme a pendant n années^ et laisse les capitaux et les in- 
térêts s* accumuler. On demande quelle sera la valeur totale 
de tous ces placements après ces n années? 

La premier versement, étant placé pendant n années, 
acquiert une valeur égale à a(i + 0*; 1^ second, étant 
placé pendant n — i années, acquiert une valeur égale à 
û(i +*■)""*> etc. ; enfin le dernier, ne restant placé que 
pendant un an, vaut a{i'\-r). La valeur totale après les n 
années est donc 

a(i + r) + a(i + r)« +a(i + r)- 

c'est la somme des termes d'une progression géométrique 
dont la raison est i + r ; on a ainsi, en désignant par A la 
somme cherchée, 

^^ a(i+r)"^^-a(i+r) ^ a(»+r)[(i + r)--i] 
r . ' r 

Il est impossible de soumettre directement cette formule 
au calcul logarithmique; on est obligé de faire deux calculs 
séparés. On calculera d'abord la quantité (i + r)", puis A. 

Exemple. On place chaque année looo francs pendant 
30 ans à 5 pour loo. 

(5 A= 1000 -i — i-4— L=z 2ioooX(i,o5"— i). 

o,o5 ^ ' ' 



CUaovl de 1,M^ 

logi,o5 = o,oaii893o 
2ologi,o5 = 0,4^37860 
i,o5" = 3,6533 



CalottI de A. 
logaiooo = 4»32aai93 
log 1,6533 = o,2i855i7 



logA = 4,5405710 
A = 347I9S30 



242. Problème IX. Une personne emprunte actuellement 
une somme A, et voudrait se libérer en n années par n paye- 
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ments égaux effectués à la fin de chaque année. On demande 
quel doit être le montant de chacun des payements? 

Je désigne par x le montant de chaque payement et je 
suppose qu'on règle les comptes à la fin de la n* année; la 
somme due est alors A(i + r)^ Le premier versement, 
ayant été fait n — i années auparavant, vaut, au moment 
du règlement, a?(i+r)*'S le second versement, ayant 
été fait n — 2 années auparavant, vaut a:(i+r)*"% et 
ainsi de suite; l'avant-demier versement, ayant été fait, il 
y a un an, vaut a;(i + r); enfin le dernier, étant fait au 
moment même vaut x. La valeur totale des n payements 
annuels est donc, au moment du règlement de compte, 

a: + a:(i+r)+x{i + r)» + ^(1+^)**"*, 

ou, en fEÛsant la somme, 

xX ^ ^ ' . 

r 

La somme qm reste due à la fin de la n' année est donc 

k[i + ff^xX^^^ 1. 

Si la dette est acquittée, on a l'équation 

A(i + rr-a:X^^i^fc^ = 05 

d'où l'on déduit 

Ar(i + rr 

^-(x + rr-r 

Cette formule présente le même inconvénient que la 
précédente ; il est impossible de la soumettre directement 
au calcul logarithmique. On calculera d'abord (1 + r)**; 
puis X. 

FIN. 



Pans. — Imprimé par £. Thunot et G% 2C, me Racine. 
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